REZUMAT 1

Multimea numerelor reale
R este corp total ordonat, un numar real este o fractie zecimala finita sau infinita (cu exceptia fractiilor
zecimale periodice avand perioada 9). Q c R este densi, adica Vr;,r, eR,r; <r,,30 €Q,r; <q <1,
Axioma lui Arhimede “Vx eR, Yy eR}; 3InelN al x<ny”.
Axioma Cantor-Dedekind “Un sir de intervale inchise care se includ si a caror lungime tinde la 0 are
intersectia formata din un punct”. Iy o1y 2.2, 21,4 2 si n|Lm I(1,)=0 atunci A I, = {z} . Formulata prin
00

siruri: ag <a, <..<a, ; <a, <..<b, <b, ; <..<b; <b, si lim(b, —a,)=0, exista si este unic z R, a, <z<h,
n—oo
Siruri, convergenta, sir Cauchy (fundamental)

sir monoton crescator: X, < X4, vn €N; descrescator: X, > X4, vn €N

n+l: n+ls

sir marginit IM R, a.T.|xn|s M, ¥n eN sau 3¢;,c, eR a.i. ¢; <x, <c,,VnelN
sir convergent x,, este convergent si are limita x daca Ve >0,3n, al |x, —X/ <& Vn>n,
subsir daca n; <n, <... atunci {xnl,xnz ,an,...} se numeste subsir (al sirului x,)

sir Cauchy (fundamental).
Ve>0,3n, al|x, —X,| <& ¥n,m=>n, sau, echivalent,

Ve>0,3n, al |Xp.p, —X,|<&,Vn=n,Vp eN

Tn multimea numerelor reale sunt adevarate urmatoarele afirmatii
e orice sir marginit contine un subsir convergent (lema lui Cesaro)
e orice sir Cauchy este marginit (in particular, contine un subsir convergent)
e un sir este convergent daca si numai daca este Cauchy

Infimum si supremum, convergenta sirurilor monotone si marginite.
M este un majorant al multimii A daca x < M,Vvx € A ( M margineste superior multimea A )
m este un minorant al multimii A dacd x >m,vx € A ( m margineste inferior multimea A)

Supremumul (marginea superioara) unei multimi este cel mai mic majorant, infimumul (marginea inferioara)
este cel mai mare minorant.

Teorema. Orice multime de numere reale marginita superior poseda supremum; orice multime de numere
reale marginita inferior poseda infimum.

Convergenta sirurilor monotone Un sir monoton crescator si marginit superior este convergent la
supremumul multimii formate din elemetele sirului iar un sir monoton descrescator si marginit inferior este convergent
la infimumul multimii formate din elemetele sirului

Limitele subsirurilor, limita inferioara si limita superioara
Teorema. Orice subsir al unui sir convergent este de asemenea convergent si are aceeasi limita. Reciproc,
daca orice subsir al unui sir este convergent, atunci sirul este convergent

Definitie. sup inI X, Se numeste limita inferioara a lui x,, ; iEnf sup X, se numeste limita superioara a lui x,
keN = eN n>k

Observatie liminf x, <limsupx, .

Teorema. Sirul x, este convergent daca si numai daca liminf x, = limsup x,,

Definitie Se numeste punct limita al unui sir, limita unui subsir al sirului x, .

Lema. Limita superioara si limita inferioara a unui sir marginit sunt puncte limita ale sirului
Definitie. Limiti in R =R U {— oo, o)}

X, = dacd Vc>0,3n,a.l.c<x,,vYn=n,

X, —> —oo daca vc>0,3n;a.i.x, <—c,Vn=n,

Serii de numere reale
Fie (Xn)ne[N sir de numere reale. Numim serie expresia infinitda Xq + X;+...+X,+... Sirul s, =Xy + X +..+X,

se numeste sirul sumelor partiale iar x, se numeste termenul general. Daca s, este convergent spunem ca seria este

convergenta iar limita se noteaza cu Z Xy -
n

Observatie. Daca x, >0 atunci s, este crescator deci este convergent daca si numai daca este marginit.
Propozitie. Daca s, este convergent atunci x, — 0
Consecinta. Daca x,, -» 0 atunci s, nu este convergenta



REZUMAT 1

1 rul x, = COSl cos2 cosn este convergent
. Sirul x, 12 .3 +"'+n-(n+1) verg

Demonstratie. Utilizam afirmatia: un sir este Cauchy daca si numai daci este convergent.

| cog(n+1) cos(n+p) | 1 1
| nep ~ |— +..4 < +..4 =
(n+1)- n+2) (n+p)-(n+ p+1)| (n+1)-(n+2) (n+p)-(n+p+1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
- + - +.. 4 - = - < —0,n— o, independent
n+l n+2 n+2 n+3 n+p n+p+1| n+l n+p+1 n+1

dep

11 1
2. Sirul x, =1+ > + 3+ +— Inn este convergent
Demonstratie. Ut|||2am afirmatia: un sir monoton si marginit este convergent. Pornim de la inegalitatea:
1 1 . 1 . . -
——<In(n+1)-Inn<=,nelN*, deci x,,;—-X,=——-In(n+1)+Inn<0 adica sirul este descrescitor (in
n+1 n n+1
particular, marginit superior). Demonstram ca este marginit inferior utilizdnd membrul drept al inegalitatii:

X, =1+%+%+...+1—Inn>(In2—In1)+(|n3—In2)+...+(|n(n+1)—|nn)—Inn= In(n+1)—Inn>0
n

3. Daci Ilm , atunci I|m _I

n—oo

. . Apg —a . o
Demonstratie. Utilizim Lema Stoltz Cesaro: daca lim—————=1 si (bn) este nemarginit si monoton,
n+1 ~ *n
o a Inju L Inju,1|—Infu u
atunci lim—"=1. Notam x, = Ing/|u,| :M si aplicam Lema, |~ Inf =In| ”*1|—>Inl, In%u,| — Inl
b, n n+l-n u,

4. Seria geometrica: an =1+q+ q2 +...+ qn +... este convergenta pentru q e(—l,l) si divergenta pentru

n=0
lq|>1
l_ n
Demonstratie. Pentru g=1, s,=n—o,n—>o. Pentru g=1, 1+q +q%+.4q" = 1 este
1
convergent daca si numai dacé | q| <1 siin acest caz Zq =—
n>0 1- q

5. Seria armonici: 1+%+%+...+1+... este divergenta
n

Demonstratie. Grupam: 1+1+(£+1j+...+( kl +..+ kl kj>1+1+1+...+1:1+m, adica
2 \3 4 2% +1 2" +2 2 2 k 2 2

52“1 > 1+%—)®, k —> 0

1 1 1 . .
6. Seria armonica generalizata: 1+ Ja Tga et A 0 este convergenti daci si numai daca o >1

3(1
1 1 1 1)\

Demonstratie. Fie o >1, ot <2k. :( ) =g“, unde am notat
K\ K K a K\ 2a—l

@) -y ()
1
q:F, q 6(0,1)-
A 1(1 1] 1 1 . ) . 1-g¥t 1 deci
Vvem S . =1+|—0+—|+...+ +...+ <l1l+qg+ +...+ = < —, decl
2k 2a 3¢ (Zk)”’ (2k+2k_l)”’ a+q q 1-q 1-q

sirul (s,) —este marginit deci convergent.

Pentru o =1 am vazut deja ca seria armonica este divergenta (nemarginita) iar pentru o <1 utilizam:

1 1 1 11 1
I+ —+—+ . +—>l+-+-+.+—> 0, N>® deci seria armonica generalizata este divergenta.
n

n% 2 3
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Criteriile de comparatie ale seriilor cu termeni pozitivi. Fie Z Up Zvn doua serii cu termeni pozitivi
n n

daCﬁZ Vv, convergenta, atunci z u,, convergenta

Criteriul I. Daca 3ny,u, <v,,Vn=n, atunci f . ~ .
dacéz u, divergenta, atunci Zvn divergenta
n n

dacéz Vv, convergenta, atunci Z u,, convergenta

o . u v .
Criteriul I1. Daca 3n,, L <™ 'vn>n, atunci n ) L
up, v, dacéz u, divergents, atunci Zvn divergenta
— . . u R . . .
Criteriul 111. Daca 3lim— =1,0< | <o atunci seriile au aceeasi natura (convergente sau divergente).
v

n
Criteriul radacinii (Cauchy) Fie )" u, o serie cu termeni pozitivi
n

1.Dacd 39 €R,0<q<1,3n, eN* al. {/u, <q,¥n=>n, atunci seria converge
2.Daca pentru o infinitate de termeni avem %/u,, >1 atunci seria diverge
Consecinta 1 Daca limsup }/u, <1 atunci seria converge iar daca limsup §/u,, >1 atunci seria diverge

Consecinta 2 Daca lim%/u,, <1 atunci seria converge iar daca lim{/u, >1 atunci seria diverge

Observatie utila. Daca limitele din enuntul consecintelor sunt egale cu 1 atunci nu se poate afirma ca seria este
convergenta sau divergenta. Cel mai adesea se utilizeaza Consecinta 2.

Criteriul raportului (D’Alembert) Fie ZUH 0 serie cu termeni pozitivi
n

« .~ U A
1.Daca 39 eR,0<qg<1,3n, eN" al. -l <q,vn> ny atunci seria converge
n

2.Daca 3n, eN* al. Uney >1,vn 2 n, atunci seria diverge

un
Consecinta 1 Daca Ilmsup L <1 atunci seria converge iar daca I|m|nf L > 1 atunci seria diverge
u
n n
Consecinta 2 Daca I|m L <1 atunci seria converge iar daca I|m L > 1 atunci seria diverge
un un

Observatie utila. Daca limitele din enuntul consecintelor anterioare sunt egale cu 1 atunci nu se poate afirma ca seria
este convergenta sau divergenta. Cel mai adesea se utilizeaza Consecinta 2.

Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie ZUn 0 serie cu termeni pozitivi

n

* u R
1.Daca 39 >1,3n; eN™ al. n( L —1] =(,Vn=n, atunci seria converge

un+1

x o a u S
2.Daca dn, €N al. n( . —1)£1,Vn2n0 atunci seria diverge

un+1

L . . u -
- 1] >1 atunci seria converge iar daca limsup n[ n_ 1} <1 atunci diverge

. S u
Consecinta 1 Daca liminf n( L
un+1

un+l

—1) > 1 atunci seria converge iar daca lim n( L —1] <1 atunci seria diverge

. - u
Consecinta 2 Daci lim n( L
Unt1

Un+1
Observatie utilia. Daca limitele din enuntul consecintelor de mai sus sunt egale cu 1 atunci nu se poate afirma ca seria
este convergenta sau divergenta. Cel mai adesea se utilizeaza Consecinta 2.
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. 1 .
Seria Zcos— este divergenta
n>1 n
Demonstratie. Utilizam afirmatia: termenul general al unei serii convergente tinde la zero. Termenul

- 1 . . .
general al seriei date este cos——1, n — oo asadar seria nu poate fi convergenta.
n

1 <
— este convergenta

N L ) 1. . 1\"
Demonstratie. Utilizam criteriul | de comparatie. < —- lar seria Z(Ej este convergenta

n+2" 2 n>0
an
3. Seria Z— a >0, este convergenta
n!
n=0
U Uy @™ ot oA "
Demonstratie. Utilizam criteriul 11 de comparatie. = = . Stim ca seria Z | este
u,  (+D! a" n+l —~\2

. o Vv 1 . a 1 .
convergenta, iar daca notam cu v, termenul general el 5 Inegalitatea 1 < > este adevarata pentru n>2a-1
n+
n

1+4/n
4. Seria Z este divergenta

~3n+2
1+\/ﬁ
. - S . . . n+n 1 . . .
Demonstratie. Utilizam criteriul 111 de comparatie. lim 3N+2 _ im Jn == ar seria armonica
n—>oo i n—»o 3N+2 3
Jn
s 1 1 : <
generalizata pentru o = —, Z—l este divergenta
n>0 o
n2

5 S . 21‘3'5'...‘ t t"
. eria —— — €sle convergenta
2-5:8..(3n-1) J

1.3:5..{2n-1)(2n +1)
2:5-8.(3n-1)(3n+2) 2n+1 2,

Demonstratie. Utilizam criteriul raportului. = —
- 1-3:5..4(2n-1) 3n+2 3
2-5~8~...~(3n—1)
n2
6. Seria Z— este convergenta
1 n
n>1 (2+7)
n

Demonstratie. Utilizam criteriul radical.

n!
7. Analizati convergenta seriei ,a>0
’ gent éa(owl)...(omn—l) «
n!
Solutie. Pornim de la criteriul Raabe-Duhamel, pentru termenul general u, = , sl avem:
SEEE P g "= ala+1). (a+n-1""*
n!
Uy ala+1)..(a+n-1) a+n (e=1n ) ) )
n——=1{=n -1{=n -1|= —a-1, deci seria este convergentd
T (n+1! n+1 n+1

a(a+1)...(a+n—l)(a+n)

- . 1 .
pentru o > 2 si divergenta pentru o (0,2). Pentru =2 seria este Z—l care este divergenti
n+



Serii cu termeni oarecare

Criteriul general (Cauchy) Z u, convergenti <> Ve >0,3n, a.l. |Uyg + Uy o+ tUp, [ <& VN2N,,VpeN
t, =Vq +V,+...4+V, este marginit

. atunci a,v, convergenta
a,, ¥ 0(descrescitor si convergent la 0) Z nen g

Criteriul Abel-Dirichlet Fie )" a,v, ; daci: {

Seriile alternate sunt seriile de forma 2(— )"a,

n>0

Criteriul lui Leibnitz Daca a, ¥ 0 (monoton descrescitor si convergent la 0) atunci Z(— 1)"a, converge.
n=0

Serii absolut convergente sunt seriile pentru care Z| Up | < oo . Orice serie absolut convergenti este convergenti
n>0

Seriile convergente care nu sunt absolut convergente se numesc serii semiconvergente
Seriile neconditionat convergente sunt seriile care au aceeasi limita indiferent de ordinea termenilor.
Teorema. Orice serie absolut convergenta este neconditionat convergenta

Operatii cu serii convergente
Suma daca ZUH =U si Zvn =V atunci Z:(aun +bv,)=auU +bV
Produsul ““pe linii si coloane” (de tip 1)
uv /]\ ulv/[\ uv uv,
ﬁ UVo|  UpVg|  Upv, .
ﬁ UVs|  Ugvy = UgVy +(UpVy + UpVy + UgVy ) +(UgVy + UgVy + UgVa + UpVg + Uy V) ...

T A A

Produsul ““diagonal” (de tip 2)
UpVy —UpVp  M3V4  UpVy

Usvy UV Ugvg Uy . = UpVy +(UpVy + UpVy ) +(UgVy + UpVy + UpVg) ...

UV, UV, UgVs UV,

daca Zun =U si ZVH =V sunt absolut convergente, atunci Zuinvjm =UV este absolut convergenta

(deci neconditionat convergentd, adica produsele de tip 1 si de tip 2 au aceeasi limita)

Siruri de numere complexe: (z,) . z, €C,¥neN

marginire: 3M > 0a.i.|z,|< M, ¥n €N (unde modulul numarului z=a+ib este definit prin |z|=+va® +b? )
convergenta: Ve>0,3n,al. |z, —z/<eVn=n,

Cauchy Ve>0,3n,al. |z, —zy|<& Vnm=n, sau Ve>0,3n, a.l. <&vnxn,,vpelN

Zn+p —Z
Propozitie z, =a, +ib, — a +ib daca si numai daca a, —>a si b, >b
Consecinti: Un sir de numere complexe este convergent daca si numai daca este Cauchy

Serii de numere complexe
z z,, este absolut convergenta daca seria cu termeni pozitivi Z| Z, | este convergenta

n
o . . z . .
Aplicatie: funcria exponensiald C>z — e’ eC,e’ = Z—I , are proprietatea ca e'e’ =e"""
n

neN " °
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1 Seria . :Isin(n +1)+ +sm(n+ p)I
' ' ' n+p n n+l h n+
n>1 2 2 P
-1
p
il 4.+ n1+p = il (1+%+...+ j_ljz ;I'H 21 =in[1—ip) S%—)O,n — oo, independent de p.
2 2 2 2 2 1— ; 2 2 2

. cosn - . S o .. 1 cosn
2. Seria E 3 este convergentd. Solutie. Utilizam criteriul ~ Abel-Dirichlet, a,=—, v, = ;
n n
nx>1

cos2 cosn

t, =cosl+ ¥ +..+ ")

- 1 1 . . : .
este marginit deoarece |'[n | Sl+?+...+—2 < o0 iar seria armonica generalizata este
n

convergenta pentru « =2; in plus, a, este monoton descrescator si convergent la 0.

n+1
. - 1 11 . - - . S 1
3. Calculati ZL21_5+§_Z"' Solutie. Utilizam criteriul lui Leibnitz, deoarece a,=— este monoton
n
n>1

. L . 11 1
descrescator si convergent la 0, deci seria ese convergenta. Pentru calcul folosim sirul x, =1+ > + 3+ +— Inn care

este convergent; notam limita sa cu x si calculam:
_1_1 11 1_11 1 1_2(1 1

1
—+..+ +..+—|=Xop +IN2n—=X, —Inn > 1In2
23 47 2 3 2n 2n

2 4
4. Seria z o este convergentd. Solutie. Utilizim afirmatia: orice serie absolut convergenta este convergenta.
n>1
. N . . . 1
Consideram seria Z ; deoarece S on utilizam criteriul I de comparatie cu seria geometrica Z—n
n+ n+

n>1 n>1

o h+(=1)" | o . .
5. Seria E ———,—— este neconditionat convergenta (este convergenta indiferent de ordinea termenilor)
n
n>1

Solutie. Utilizam afirmatia: orice serie absolut convergenta este neconditionat convergenté Considerém

n+(-3)"n?| . _ e _ _ |n+ 2| n+n?2
Z—n si aplicam primul criteriu de comparatie folosind ; < . Seria Z este
nx1 | n | nx>1
o o ntn?  Ynin?
convergenta in virtutea criteriului radical: {|——— = 0 —>0,n> o
n

n

ni+(-1"2" L .
6. Seria E —— este absolut convergenta. Solutie. Seria E —— este convergenta n baza criteriului raportului iar
n n"
n>1 n>1

n

. 2" . o . . n+2
seria Z—n este convergenta in baza criteriului radical, in consecinta seria Z este convergenti. Deoarece

nz1 N =1 N
|n!+ (- | o . L . o <
| ; <——4—, utilizand primul criteriu de comparatie, rezulta ca seria este absolut convergenta.
n | n
z 22 2
7. Seria 1+F+ o1 +§ .., 2 eC este absolut convergenta. Solutie. Utilizam afirmatia: orice serie absolut convergenta

2w o]

()1 ]7|"  n+l

este convergenta. Pentru seria modulelor utilizam criteriul raportului — 0, n— o . Prin definitie,

7 z2° 23

1+1|+2| 3

..,2eC



Siruri de functii

Definitii. Fie f,,f :EcR—>R.

e Sirul f, converge simplu (punctual) la f, daca

vx eE,Ve>0,3n, ., Vn=n, :

f.(x)— f(x) | < ¢ (rangul ny . depinde si de x si de &)

X,&1
e Sirul f, converge uniform la f, daca

Ve>0,3n,,Vn>n,,¥xeE :| f,(x) - f(x)| <& (rangul n, depinde numai de &)

e Sirul f, este Cauchy uniform, daca

Ve>0,3n,,Vnm>n,,Vx ek : | f,(x) - f,(x)| <& (rangul n,depinde numai de &)

Proprietiti imediate
® Un sir este convergent uniform daca si numai daca este Cauchy uniform.

e Daca sirul de functii f, converge uniform atunci converge simplu.

e Convergenta simpla nu atrage convergenta uniforma

Proprietati care se transmit limitei prin convergenta uniforma
u
Fie f,,:EcR->R, f,>f

e Daca functiile f, sunt marginite, atunci f este marginita.

e Daca functiile f, sunt continue, atunci f este continua.
l u - - -

e Daca functiile f, sunt derivabile si sirul derivatelor este uniform convergent, f, — g, atunci f este derivabila

si f =g.

0 Concluzia se exprima condensat in forma: (lim f, (x))' =limf, (x)

' u l
® Daca E este interval marginit, (f“)neIN si f sunt derivabile, f, — f iar f_ converge intr-un punct a €E la
u
f(a),atunci f,—> f peE.
b b

e Daca f, suntcontinue, atunci Iimj fn(x)dx=j f (x)dx

a a



1. Calculati limita (simpla) a sirului de functii f,:[01]—>R,f,(x)= nx2+1
nx< +3
1 1 l,x =0
Solutie. Avem lim f,(0) == iar pentru x =0, avem lim f(x) ==, in concluzie, daca notam f:[0,1], f(x) = :i’ ,
3 X —,x=0
X
atunci limf, = f .
2. Aratati ca sirul de functii fn:[o,oo) >R, f,(x)= x;n 1 este convergent uniform
X+n+

S
Solutie. Limita simpla (punctuala) este lim f, (x) =1; in concluzie, daci notaim f:R — R, f(x)=1, atunci f, — f .

Aratam ca limita este uniforma, | f.(x)— f(x) | = < 1 , deoarece 1 — 0,n — oo, independent de x.
n n

n+x+1
3. Aritati ca sirul de functii f; :R >R, f, (x) = arctgnx nu este uniform convergent.

T /a -~
Solutie. Pentru x <0, lim f,(x) = —~ > pentru x> 0,1im fo(x) = st lim f,(0) = 0. Tn concluzie, daca notim

—%, x<0
S

f:R>R, f(x)=4 0,x=0 1,atunci f, — f . Utilizim afirmatia: limita uniforma a unui sir de functii continue este o

T

—, x>0
functie continua. Observam ca functia f nu este continua deci convergenta nu poate fi uniforma.

n

4. Aritati ca sirul de functii f,:(0,0) >R, f,(x) = i Nueste uniform convergent.

Solutie. Sirul este convergent punctual (simplu) la functia constanta f:(0,) — R, f(x) =1. Convergenta depinde insa

n X . X 1 - S . LT aa
de x, | -1 = iar <g&n> (——1)x . Se observa cu usurinta ca pentru ¢ si n, date, exista x >0 astfel incét
| X+n X+n X+n £

. . . . . 1 = < . . g .
inegalitatea nu mai este adevarata, respectiv pentru care n, < (——1 X . In consecinta, convergenta nu este independenta de x deci
&

nu este uniforma.
1

dx
n+x>

1
5. Calculati lim j
0

1
Solutie. Sirul de functii f: [0,1] —R,f,(x)= - este convergent punctual (simplu) la functia constanta

n+x
1 1
f:[01] > R, f(x) = 0. Convergenta este uniforma deoarece | f,(x)—f(x) | = s 0,n — oo, independent de x. Pentru
n+Xx
b b 1
limita folosim proprietatea: Ilmj fo(x)dx = J.Ilm f, (x)dx, deci Ilmj s dx=0
’ 2 L N+ X

5
P _nx?2
6. Calculati Ilmje ™ dx
2

Solutie. Sirul de functii f: [2,5] ->R,f,(x)= e ™™ este convergent punctual (simplu) la functia constanta

f:[25] - R, f(x) = 0. Convergenta este uniforma deoarece | f,(x)—f(x) | —e™ <e™" _,0,n >, independent de x.
5 5
2 2
Pentru calculul limitei folosim aceeasi proprietate ca la exercitiul anterior, deci Iimj e ™ dx = j lime™ dx =0. De remarcat
n n
2 2

faptul ca integrala nu poate fi calculata direct deoarece functia nu are primitive exprimabile prin functii elementare.



Serii de functii
Fieu, ' EcR—>RnelN, Zun se numeste serie de functii.

Criterii de convergenta pentru serii de functii

Criteriul general al lui Cauchy

® Daca u,, +U,,, +..+U,,, converge uniform la 0, pentru n— o, independent de p, atunci seria

n+p

D u, este uniform convergenta,

® Daca |Up,|+][Uy,|+...+|u converge uniform la 0, pentru n— oo, independent de p, atunci

n+p

seria ZUn este uniform absolut convergenta.
Criteriul lui Weierstass (criteriu de majorare). Dacd 3{a,| ., |u,(x)|<a,,Vx€E,VneN si Zan <o,
atunci 2un este uniform absolut convergenta pe E.

Criteriul lui Dirichlet. Fie a,,v,:E cR—R. Daca s, =V, +V,+...+v, sunt functii uniform marginite pentru
orice n N (constanta de marginire nu depinde de n) si a, 4 0 (descrescitor si convergent la 0) uniform,

atunci seria »_a,V, este uniform convergenta pe E

Criteriul lui Leibnitz. Fie a,:E cR— R . Daci a, + 0 uniform, atunci seria seria » (- 1)”an este uniform

convergenta pe E

Definitie. Multimea A= {x| Z u, (x) este convergenté} se numeste multime de convergenta a seriei Z U, -

Proprietati care se transmit sumei seriei, prin convergenta uniforma
) u
Fie u,,UECR >R, > u, >u
e Daca functiile u, sunt continue atunci u este continua.

., u . . il - "
® Daca functiile u,, sunt derivabile si ZUn —V, atunci u este derivabila si u =v.

¢ Concluzia se exprima condensat Tn forma: (Z u, (x)) = Z u,(x),vx eE
¢ Proprietatea se numeste “proprietatea de derivare termen cu termen a seriilor de functii”

' u [ A
® Daca E este interval marginit, (un)ndN si u sunt derivabile, Zun —u iar Zun converge intr-un punct

u
a €E la u(a), atunci z u, —u pe E. Seria de functii poate fi derivata termen cu termen.

b b
e Daca functiile u, sunt continue atunci ZJ- u, (x)dx = J- z u, (x)dx

a a

¢ Proprietatea se numeste “proprietatea de integrare termen cu termen a seriilor de functii”



n

Seria de functii Z(—l)”

( este uniform convergenta pe [-11]
n=0

n+1)!

n+p

n+l
() LR (L

Demonstratie. Utilizam criteriul general al lui Cauchy: — <
(n+2) (n+p+1)
-1
P
! +..+ 1 < 1 +..+ ! = ! 1+1+...+ ! = ! 2 Si—>0,n—>oo,independentde
(n+2)! (n+ p+1)! on+l on+p g+l 2 op-1 N+l 1_& on
Xe [—1,1] si independent de p. Seria este uniform absolut convergenta.
. . sinnx .
2. Seria de functii Z > este uniform absolut convergenti pe R
nx1
Demonstratie. Utilizam criteriul Iui Weierstrass |- siz,VX eR iar Z—Z este convergenta
n n n=1

Xn
3. Seria de functii ) ——
n>0 \/ﬁ

este uniform absolut convergenta pe orice interval de forma [-r, r}r <1

1_rn+1 1 d ) t
—— (Qecl este
1-r < 1-r

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Dirichlet |sn |= | T4 Xt X" <141+ 41" =

marginit, iar sirul a, = —= este monoton descrescator si convergent la 0.

9n

4. Seria de functii Z:(—l)n nx" este uniform convergenta pe orice interval de forma [-r, r]r <1
n=0

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Leibnitz a,(x) = nx" este descrescator pentru x fixat, incepand de la un rang,

n . " < n
(n+)x"* <nx" < x s—l, si anume de Tndati ce r s—l
n+ n+

5. Calculati: 1+2x+3x%+..+(n+Dx"+..., x e(-11)
Solutie. Aratam ca seria de functii 1+ x+ x2+...+x"+... poate fi derivati termen cu termen pe orice interval
de forma [—r, r], r <1. Pentru aceasta aratam ca att aceasta, cat si seria formata cu derivatele functiilor (adica seria data in

enunt) sunt uniform convergente. Seria 1+ X + x%+..+x"+... este uniform convergenta in baza criteriului lui Weierstrass

deoarece ‘ X"

<r" iar seria geometrica Z r" este convergenti pentru r <1. Seria formata cu derivatele functiilor,
n=0

1+2x+3x2 +.. .+(n +1)x" +... este de asemenea uniform convergenta in baza criteriului lui Weierstrass deoarece

‘(n +1)x"| < (n+2)r" iar seria 1+ 2r +3r?+..+(n+1)r"+... este convergenta in baza criteriului raportului:
_ (n+2)r™t _ o . , gy
lim-—————=r <1. Pentru calculul efectiv observam ci suma partiala s;(x) =1+X+Xx"+...+x" ==——— este
(n+1n" 1-x
. - .1 . - . . .
uniform convergenta la functia —— deci suma seriei din enunt se va obtine prin derivare: >
1-x (1-x)
z? 2"
6. Calculati: 2 et T 2 e[O,l)

Solutie. Am vizut deja ca seria de functii 1+ x+ x> +...+x"+... este uniform convergenti pe [0,r],r<1,1n

consecinta poate fi integrata termen cu termen pe orice interval [O, z], z <1, asadar suma seriei este

z 1 z
. de =-In(1- x)O_—In(l— Z)



Serii de puteri, multime de convergenta

Definitie. Seriile de puteri sunt acele serii pentru care u,(x) =a,x".

Proprietati ale multimii de convergenta, A
® A=z deoarece 0 €A

® Teorema | a lui Abel. Exista p, 0< p <, astfel incét:

L|x|<p= z a,x" este absolut convergenta
2| x|>p=> a,x" este divergenta
3.vr,0<r<p, Zanx” este uniform absolut convergenti pe [— r, r] .

e Multimea de convergenta A este un interval centrat (un disc in cazul C) care poate fi de forma (— o p),

[-p.p). (- p.p] sau [~ p,p]. Numarul p se numeste razi de convergenti.

Determinarea razei de convergenta

Teorema Cauchy-Hadamard. Fie seria de puteri Zanx“ si o= Iimsupn,/| a, | , atunci:

l.0<a)<oo:,o=i
(4]

20=0=p=w
w=0=p=0
Corolar
® Daca existd limy/|a, | atunci w:limr{/m

a‘n+1

a

an+1

a

® Daca exista lim atunci @ =lim

n n

Proprietiti ale seriilor de puteri

® [Functia suma, data de s(x) = Zanxn , este continua si derivabila pe orice multime [— r, r], r<p.
e O serie de puteri se poate deriva (integra) termen cu termen pe (-p, p) .

® Teorema a Il-a a lui Abel. Daca peA atunci IiTms(x)zs(p) jar daca —peA atunci
stp

Jim s(x) =5(-5).



n
L . - . . X
1. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri 2—3
n>1
Solutie. Determinam raza de convergenta utilizand corolarul teoremei Cauchy Hadamard

1
|2 _(n+)*  n® . . .
W= Ilm| ”+l|= Ilm( +1) =lim 7=1sl p:izl, deci seria este absolut convergenta pentru x e(—l,l) sl
| a, | 1 (n+1) ®
3
n

1
uniform absolut convergenta pe orice interval [—r, r] c (—1,1) . Pentru x =1 seria devine Z_s care este convergenta

n>1
. . o L (-" o
(seria armonica generalizatd cu « = 3). Pentru x = -1 seria devine Z—s care este absolut convergenta (seria
nx1

modulelor este exact cea anterioard). Multimea de convergenta este A = [—1,1] .

o ) . . x"
2. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri Z—
n>1 \/ﬁ
Solutie. Determinam raza de convergenta utilizand corolarul teoremei Cauchy Hadamard
1
e Jn+1 Al o1 . .
W= I|m| "L lim =lim =1 si p=—=1; seria este absolut convergenta pe (—1,1) si uniform absolut
a, | i Jn+1 0]
Jn
convergenta pe orice interval [—r, r] c (—1,1) . Pentru x =1 seria ZT este divergenta (seria armonica generalizata
n
n>1
1 oy (D" = N |
Cu a =—).Pentru x =-1 seria Z este absolut convergenta in baza criteriului lui Leibnitz (— este monoton
2 =i Vn
descrescator si convergent la 0). Multimea de convergenta este A= [—1,1) .
Xn
3. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri Z—'
n!
n>1
Solutie. Determinam raza de convergenta utilizand corolarul teoremei Cauchy Hadamard
1
Iirr|ar1+1| lim (n+1) lim nt lim L 0 si deci seria este absolut convergenta pentru x R si
w = = = = = = 00 y a e
| a, | 1 (n+1)! ne1 o 0P gentap ’
n!

uniform absolut convergenta pe orice interval de forma [—r, r] . Multimea de convergenta este A=IR .

4. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri Z n"x"
nx>1
Solutie. Determinam raza de convergenta utilizand corolarul teoremei Cauchy Hadamard
n+1
|an+l | (n+D)"™

1 n
| . |:Iim . :Iim(n+1)(1+ﬁj w si p=0, deci multimea de convergentd este A= {0}.
n n

o =Ilim

5. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri z 2"x"
n>1
Solutie. Determinam raza de convergenta utilizand corolarul teoremei Cauchy Hadamard
n+1

an+1

o =lim =lim

. 1 R 11y .
- 2 sl p= rk deci seria este absolut convergenta pentru x e(_E 'E) si uniform absolut
n
5 - 11 1 . . 5
convergenta pe orice interval de forma [— r, r]c 55 Pentru x = > seria devine Zl care este divergenta.

n>1

Pentru x = —1 seria Z(— 1)" este divergenta Multimea de convergenta este A= (—%%} :
n>1



Formula lui Taylor
Fie f:1 >R, f eC™(l),acl si pelN
Formula lui Taylor cu restul Schldmlich-Roche. Pentru orice x 1 exista & e(a,x) sau & e(x,a) al

F0 = f @)+ @ i aye s 1@ gy T0@ oy, T g gren
1! k! n! n'p

Formula lui Taylor cu restul Lagrange. Pentru orice x €| exista & e(a,x) sau & €(x,a) astfel ncat:

f@,,_ FO@) ., FP@ v TG e
T (x—-a)+..+ T (x—a)"+..+ . (x—a)" + (D! (x—a)

Formula lui Taylor cu restul Cauchy. Pentru orice x el existd & €(a, x) sau & (x,a) astfel incét:

f(x)=f(a)+

f(x)= f(a)+M(X—a)+...+w(x—a)k-‘r...-f-w(x—a)n +w(x—a)(x—.§)n
1 k! n! n!

Consecinta. Extrem local.
Daci f (a)=0,f (a)=0,...f ™ (a)=0, f "(a) #0,n>2, atunci:
daca n este numar par, atunci a este punct de extrem local al functiei f, astfel:
e minimdaca f ™ (a)>0
e maximdaci f™(a)<0
daca n este numar impar iar a este punct interior al lui I, atunci a nu este punct de extrem

Formula Mac Laurin
Fie f:1 >R, f eC™(l), 0el.
Formula lui Mac Laurin cu restul Lagrange. Pentru orice x el exista 4 e(O,l) astfel Incat:
)= 10+ Dyp 4 17O o 100 0
1 n! (n+D)!
Formula lui Mac Laurin cu restul Cauchy. Pentru orice x el exista 4 e(O,l) astfel incat:

f(x)=f(0)+ f O Xt 7 x" + 0 (@) X" (1-6)"
1 n! n!

Seria Taylor
Definitie. Fie f eC*(l) si a el , atunci seria:
' Q)
f(a) +m(x - a)+...+m(x —-a)"+...
1 n!
se numeste seria Taylor atasata functiei f in punctul a.
' Q)
= T,(x)="f(a) +%(x —a)+...+f—|(a)(x—a)n se numeste polinom Taylor atasat functiei f in
! n!

punctul aiar R, (x) = f(x) —T,(x) se numeste rest de ordin n

Notam cu A multimea valorilor x pentru care seria Taylor atasata functiei f este convergenta; aceasta multime
poate sa nu coincida cu domeniul de definitie al functiei f.

N f'(a) f ™ (a) o _ 3 o
Definitie. Fie s(x)= f(a) +T(x—a)+...+—l(x—a) +...,X € A; spunem ca f se dezvolta in serie
! n!
Taylor pe multimea Bc An 1 daca f(x)=s(x),vVxeB.
Teorema. f se dezvolta in serie Taylor pe multimea B daca si numai daca R, (x) - 0,Vx €B

Teorema (criteriu). Daca IM > Oa.T.‘f (" (x)‘ <M, V¥n eN,Vvx eB atunci f se dezvolta in serie Taylor pe B.

Aplicatie. Seria binomiala (binomul lui Newton generalizat). Fie x €(-11), €eR — N, atunci:
a(o;l—l) W2 a(a—l)...(la—n+1) i
! n!

@ 1.2
1+x) _1+1!x+



1. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f :R > R, f (x) =e*
Solutie. Utilizam dezvoltarea in serie Taylor. Derivatele sunt f () (x) =e* si sunt mirginite pe orice multime

[-r,r] deoarece e* <e',V¥x e[-r,r| deci functia se dezvolta in serie Taylor pe orice multime de forma [-r,r], adica
X X2 x"
pentru orice x eR . Avem f ((0) =1 deci seria Taylor asociata pentru a =0 este e* = 1+F+?+”'+_l+'”
121 n!
2. Dezvoltati Tn serie, dupa puterile lui x, functia f:R - R, f (x) =sinx

Solutie. Utilizam dezvoltarea in serie Taylor. Derivatele functiei sunt f ¥ (x) =(-=1)* sinx si

f @D (x) = (=1)* cos x si sunt marginite pe R deci functia se dezvolt in serie Taylor pe x €R . Avem f 2¥)(0)=0 si
3 5 7 9
f @K+ (0) = (~1)" deci seria Taylor asociata pentru a =0 este sinX =~ —~—+>— %4 X
1 3 5 71 9l

3. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f:R-{-1} >R, f(x)= %
+X

Solutie. Utilizam seria binomiali pentru o = —1: % =1-x+x*-x%.., xe(-11)

+

X
4. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f:(-1,00) > R, f(x)=In(1+x)

. . . 1 . .
Solutie. Derivata functiei este f':(—1,00) > R, f'(x) = Ty caream vizut ca se dezvolta in serie Taylor dupa
’ +X
- 1 » 3 . . § x? X3
puterile lui x e(-11): e 1-x+x* —x>..., pe care 0 integram termen cu termen si rezulta In(1+x) = X= Dt
+X

. 1 1 .
€(-11). Pe de alta parte, stim ca 1_E+§'”: In2 deci x e(-11]
5. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f:R — R, f(x)=arctgx

Solutie. Derivata functiei este f":R > R, f (x) = care se dezvolta in serie Taylor dupa puterile lui x2:

1+ x2

1 ) . x3  x°
=1-x% +x* —x%..., pe care 0 integram termen cu termen si rezulta arctgx = X X e(-11). Pe de alta

1+x?
. . . . T 11
parte, -1 A, deci x e[-11) si conform teoremei a Il-a lui Abel: Zzl_§+§“'

1

6. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f :R - {2,3} >R, f(x)= -
X —5X+6

1
x2 —5x+6 X-3 X-2

%:(x—g)*l _ _%(1_2)‘1 _ _%[H_l—!l(_%j +#(_§j2+m} = _%Z;—:,x €(-33); dezvoltarea se

n=0

Solutie. Descompunem si dezvoltam fiecare termen folosind seria binomiala, astfel

n
poate obtine si pornind de la seria geometrica: 1 = 11 = —12(5) , X e(—3,3) . Analog, cel de-al doilea
Xx—3 3 X 34\3
3

1 1o x" . 1 nl oene
termen este: E:_Ezz_”’x e(-2,2), deci 7 ores (271 -3 )x", x e(-2,2)n(-33)=(~-22).

n=0 o 2o
7. Dezvoltati In serie, dupa puterile lui x—1, functia f :(—g , ooj - R, f(x)=v2x+3
Solutie. Punem Tn evidenta factorul x —1 astfel incat sa putem utiliza dezvoltarea in serie binomiala:
1 l(1—1j...(1—n+1)
2 2 (2

J2x+ =1/2(x—1)+5=x/§(1+%(x—1))5 SN Y O | PR - g(x—1))n+... =

15

@(Hz(_l)m%gn—@(x_l)n], (-2



Spatiul R"

Structura algebrici este data de operatiile: (40600 X0 ) (Y3 Vv Yo ) = (X Yo X + Yoo Yo + Vi)
(X, X Xy ) = (X, @y X))

Structura topologica ( de convergenta )
Notiunea de convergenta a sirurilor de vectori trebuie sa respecte urmatorul principiu:

un sir de vectori, din R™ este convergent daca si numai daca sirurile formate din componentele termenilor,
sunt siruri convergente.

X, > X< (X,) —>(x)i ,i=1.m, unde x, =((xn)1,(xn)rn ,...,(xn)m),xn eIR”‘,(xn)i eR,i=1..m

Exemple, prin care acest pl)rincipiu este satisfacut
Ldefinim ||, =22 + 22 +...+ 2% sispunemca X, = x < Ve >0,3n,Vn=n_,[x, —x|, <&
2.definim | z| =max|z| si spunemca x, > x< Ve >0,3n,,vn=n, [|x - x| <¢
3.definim |z|| =|z|+|z,|+...+|z,| sispunem ca x, - x < Ve >0,3n,,Vn=n,_ [x, —x| <&
Definitie. Fie V spatiu vectorial. Spunem ca aplicatia | |:V — R, este 0 norma, daca verifica proprietatile:
1.||ax|| = |a|||x||,‘v’x eV ,Vae R((C)
2 y|< Pl Iyl vy v
3x|=0=x=0
Observatie. ~ Expresiile | |,.| ||, .| |, definesc, fiecare, o norma in sensul definitiei anterioare.

De cele mai multe ori, se foloseste norma || ||2 , numita si norma euclidiana.

Sir Cauchy.
Definitie. Sirul (x, ) este Cauchy daca Ve >0,3n_,Vn,m> n£,||xn —- X || <eg

Proprietate. Un sir de vectori din R™ este Cauchy daca si numai daca este convergent.

Functii continue
Definitie. Fie f :R™ —RP si xeR™. Spunem ca | € R este limita functiei f in x daca vx, - x= f(x,)—> |

Definitie. Fie f :R"™ —RP si xeR™. Spunem ca functia f este continua in x daca vx, - x= f(x,) > f(X)
Exemplu. Orice aplicatie liniara T : R™ — R” este continua.

Topologia (normei) pe R™
Definitie. Numim bila de centru a si raza r, multimea B(a,r) = {x e Rm,"x—a" < r}

Definitie. Spunem ca xe A este punct interior multimii Ac R™ daca exista B(x,r)cA. Multimea punctelor

0 (o]
interioare se noteaza prin A. O multime A se numeste deschisa daca A= A si are proprietatea ca, daca un sir (xn)
converge la un elemente x € A, atunci exista un rang n, astfel incat x, € A,vn>n,.
Definitie. Spunem ca x este punct aderent la multimea AcR™ daca VB(x,r),B(x,r)m A= . Multimea punctelor

aderente se noteaza prin A. O multime A se numeste inchisa daca A=A si are proprietatea ca orie sir convergent,
format cu elemnte din A, are limita continuta tot in A.

Definitie. O multime A< R™ se numeste marginita daca 3M > 0 astfel incat |x|<M,Vvxe A

Definitie. O multime AcR™ se numeste compacta daca este inchisa si marginita. O multime compacta are
proprietatea ca orice sir continut in multime poseda un subsir convergent, catre un element din A.

Proprietati ale functiilor continue
1.0 functie f:R™ — R" este continua daca si numai daca toate componentele, f :R™ — R, sunt continue

2.0 functie continua, definita pe o multime compacta, f :K < R™ — R" este uniform continua, in sensul urmator:
Ve>0,36, >0,Vx, x",||x'— x|| <5, = ||f (x')- f (x)” <e

3.0 functie continua, definita pe o multime compacta, f :K < R™ — R este marginita si isi atinge marginile



Spatiul R"
1.Fie sirul (u,,v,)eR?, convergent in raport cu norma euclidiana, avand limita (u,v) e R?. Atunci sirurile de
numere reale u, si v, sunt convergente, iar u, —u si v, ->V.
Demonstratie. Conform definitiei convergentei in raport cu norma euclidiana, avem:
Ve >0,3n, astfel incat vn>n, = ||(un V) —(u,v)”2 <&

ceea ce, prin explicitarea normei arata ca:

Ve >0,3n, astfel incat vn>n, = \/(un —u) (v, -v) <e

n
de unde rezulta imediat ca:
Ve >0,3n, astfel incat vn>n, = |u, —u|<e si

Ve>0,3n, astfelincat Vn>n = v, -v|<e

2.Reciproc, daca sirurile de numere reale u, si v, sunt convergente, iar u, —u si v, —V, atunci sirul
(u,,v,) € R? este convergent in raport cu norma euclidiana si are limita (u,v) e R?.
Demonstratie. Este suficient sa observam ca de indata ce avem doua inegalitati de forma |un —u|<g si

v, —v| <&, atunci este adevarata inegalitatea \/(un —u)’ +(v, -v)" <&v/2, adica de indata ce expresiile |u, —u] si

v, —v| sunt convergente la 0, rezulta ca expresia \/(un —u)"+(v,—v)" converge la 0, adica |(u,,v,) ~(uv)|, > 0.

3.Fiind dati vectorii x,y e R™, se numeste produs scalar: (x, y>= XY, + XY, +...+ XY, Si este adevarata
inegalitatea Cauchy-Schwartz: [(x, y)|<|x|[y|
Demonstratie. Utilizam inegalitatea (at — b)2 >0, sau t’a® —2abt +b* > 0, pe care o aplicam succesiv, astfel:
12X = 2x Yt + Y2 >0, 2 - 2%, Y,t+y> >0, ..., t*x3 —2x Y t+y> >0
iar prin insumarea lor rezulta t* ||x||2 —2(x,y)t+ ||y||2 >0, drept urmare, ecuatia de gradul 2 asociata are discriminantul

cel mult egal cu zero, adica A =4(x, y)2 - 4||x||2 ||y||2 <0

3.Aplicatia liniara T :R* > R?, T(X,y)=(2x+3y,x—2y) este continua
Demonstratie. Consideram sirul (x,,y,)eR?,(x,.Y,)—>(xy), adica x,—>x si y, —y si observam ca
putem utiliza operatiile cu siruri convergente, pe multimea numerelor reale, astfel incat:
2x, +3y, &> 2X+3y si X, -2y, > x-2y
de unde rezulta ca (2x, +3y,,X, —2y, ) = (2x+3y,x—2y), adica T este continua.

4. Limita unei functii de mai multe variabile nu trebuie confundata cu limita iterata, adica o limita de forma:
Iim(lim f(x, y))
y—b

X—a

_ _ % daca (x,y)#(0,0) _
De exemplu, consideram functia f ‘R2 SR, f (x, y)= X +2y precum si cele doua

0 daca(x,y)=(0,0)

limite iterate Iing(lingf(x, y))zlirrg(lirr;f(x, y))=0 care sunt egale, dar, totusi, functia nu are limita in (0,0)
y—0 \ x> x—0\ y—>

1
L ine li on? 1 3.0 1 o
deoarece pentru X, =Y, :H vom obtine lim f (xn,yn)z I|m?=§ iar pentru X, =H siy, :H vom obtine o limita
n?
3
diferita, respectiv lim f (x )—|imE_i
, FEsp WY )= E_ll
2

>



Derivabilitate in R"™

o
Definitie. Fie f:AcR™ > RP" si aeA; spunem ca functia f este diferensiabila in sens Frechet in a daca
3T, :R™ —» R", aplicatie liniara si continua astfel incat:
@) - f@-T ()]
lim =
" [nl

Notatie. Diferentiala Frechet a functiei f Tn punctul a se noteaza prin df (a) sau f (a).
Caz particular: Derivata unei aplicatii linare si continue T, coincide cu T.

Teorema. Diferentiala Frechet a functiei f Tn punctul a este unica.
Teorema. Daca functia f este diferentiabila Frechet in a atunci f este continua in a.

Derivate partiale
Definitie. Se numeste derivata partiala a componentei f; a functiei f, pe directia (dupa variabila) j, derivata functiei

reale (a; —&,8; +&)> 7> fi(a;,..,8)4,7,81,1,-,8,) T a;, adica:
a, (@ —lim fi(a . aj08) +tag,0,08n) = fi(an 0 854,85,8),.8y)
@(j 150 t

0 . . . L. A Co. .
Teoremi. Daca f:AcR™ —R",a €A, este diferentiabila Frechet Tn a, atunci exista éx—'(a),vhj iar matricea
j

asociata aplicatiei linaire si continue f (a) are componentele éx—'(a). Reciproc, daca exista éx—'(a),VI,j si sunt
j j
continue pe vecinatate a lui a, continuta in A, atunci f este diferentiabila in a.

Se numeste matrice Jacobiani a functiei f Tn punctul a, matricea asociata diferentialei Frechet, f (a):

D Qo A
@ S . 2@
a a 2]
@] 5@ G e ZEE
A g
SO @ . 2@

(gof)@=g(f(@)f (a)
Derivata compunerii:
Iyt (@) =34((@)- 3¢ (@)

Cazuri particulare:

u f \ , . ‘
R—-R" >R, ¢=f ou,atunci ¢ =%ul+iu2+...+%um

1 2 m

t— f((x®),y®))
(£ (x(1),y(®))’ :%(x(w. yO)x'®) %(x(t), Y)Yyt



Derivabilitate in R™
1. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei f:R* — R, f(x,y)=xy+x+y*+5.
Solutie. %(x,y)z y+1, %(x,y) =x+2y, Jg(xy)=(y+Lx+2y)
2. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei f:R —R?, f(x)= (x+ x% 2x +1).

. A iz 1+2x
Solugie. T2 (x)=1+2x, T2(x) =2, Jf(x):[ ) )

3. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei f:R x(0,00) - R®, f(x,y)= (xy,x2 +y,xIn y).

Solutie. %(x,y): Y, ﬁ(x,y)= X, %(x,y)zm, %(x,y):l, %(x,y): Iny, %(x,y):g,

&
y X
Ji(xy)=| 2x 1
X
Iny =
y L
. . . . . . .. |X=pcost
4. Calculati derivatele partiale si Jacobianul parametrizarii {y psint' t
=p
. . ) cost — psint
Solutie. — =cost, — = —-psint, ﬂ:smt, Q:pCOSt, Je :( . P j
ap a ap sint  pcost

5. Calculati, folosind regula de derivare a functiilor compuse, derivatele partiale si

Jacobianul compunerii functiilor f:R? —R3, f(x,y):(x+y,xy,x2 +2xy) si
gR®* > R?, g(x,v,2) =(xz,y2 +z).

Solutie. Fie h=go f,hiR? - R? h(x,y) = g( f(x, y)) , folosim formula Jacobianului compunerii de functii:

11
2 0 . .
Jh(x,y)zJg(f(x,y)).Jf(x,y).Dar, Jg(f(x,y)){x 42)2xy o X-{y} si Ji(xy)=| vy x |,deci
y 2X+2y  2x

2 2 2
Jy = [3)( ;6xy+4y 3X2 +4xy] . Derivatele partiale ale functiei compuse pot fi obtinute fie din Jacobian, fie prin
2XY© +2X+2y  2X°y+2X

Gl A a 2 A A a
calcul, de exemplu: j(x,y):a—i(fl, f,, fg)j(x,yﬁa—:(fl, f,, f3)j(x,y)+a—:(fl, f,, fs)j(x,y)z
f3(X,y)-1+0-y+ (X, y)-(2x+2y) = x* +2xy +(x + y)(2x+ 2y) = 3x* + 6xy + 2y°

6. Seconsidera f:R® —»R?, f(x,y)= (x2 + y,2xy), calculati derivatele partiale in functie de parametrii transformarii

de coordonate polare in plan.
. PR | a . . . . .
Solutie: Jt M X A Y _ 2pcost-cost+1-sint = 2pcos? t+sint , si analog obtinem toate derivatele
dp Kp & p
d & x &ZH4F 2 . . a, . a, 2
1 - & O,t+0,y ét__Zp sintcost + psint, o =4psint-cost , 2 =2p° cos2t

7. Calculati derivatele partiale de ordin 2 ale functiei f:R® —>R?, f(x,y,z)= (xzz+ Y, xyz).

Solutie: Derivatele partiale de ordin | sunt e =2xz, g =1, 5 =X 5 = g =Xz, — =Xy iar cel
de ordin Il se obtin prin derivarea acestora: 52];1 =27, azflzo, h =2x, 52f1=0, ﬁz?:o, azflzo,
X A XK 1747,4 1234 % adcy
o f Pt o f o f Pt o f o f o f APt o f
_l:2X|_l:O| 21201 22:01—2221 Zzya 222; 22:0; 2:X1—2:y1
XK Aa & X A& A XY & adq XK
21, 21,

da ' a?



Diferentiala de ordinul |

Fie f:R™ — R, diferentiabild in sens Frechet in a. Diferentiala Frechet poate avea urmatoarele interpretari:

e Matrice Jacobiana (matricea asociata aplicatiei liniare si continue) df (a):
a a a
df (@) =| —(a),—(a),...,—(a
(a) (@(1()@(2() @(m()j

e Combinatie liniara a proiectiilor:

A a a
df (a) —E(a) Py +(3(—2(a) Dz+---+§x—(a) P

m

e Diferentiala unei proiectii coincide cu proiectia; deci, notand cu dx; diferentiala proiectiei p; avem:

df (a) = %(a)dxl + %(a)dx2+...+ ;

1 2 m

(a)dx,

e Pentru heR™, h=(h,h,,...,h;), avem: df (a)(h)=%(a)h1 +%(a)hz+---+%(a)hm
1 2 m

Invarianta diferentialei de ordinul I la compunere, h(x,y) = f (u(x,y),v(x,y))

dh:ﬁdxatﬁdy: idu +idv=df
X 12 al N

Invarianta este formala pentru ca dh si df nu au acelasi domeniu de definitie.

Derivate partiale de ordin 2

0]
Fie f:AcR™ —[R,a € A derivabilipe V < A,a €V . Daca functia V su— %(u) poseda derivata partiala dupa

directia j aceasta se numeste derivata partiala de ordin 2 a lui f, notata

o f
(u).
jKi
2 2 2 2
of (u) si u—> of (u) sunt continue n a, atunci: of (a) = ot (@)
j X i KK KK
Derivate partiale de ordin 2 pentru functii compuse, h(x,y) = f (u(x, y),v(x,y))

2*h o f (djjz i (av)z FtAad &Fu A

— = — + —| +2 —t

& a? \& A% \x AN KK A K A XK
ch _Ftaa staa 2f (wa/+a/a;j+ia2u RGRA
XKy AL XYy AP KY ANKY KF) AXKY A XY

Teorema (Schwartz). Daca u —

Diferentiala de ordin superior
2
Se numeste diferentiala de ordin 11 forma patratica: d°f (a):R™ - R, d®f (a)h= Z é’@( (@)h;h;
i
Aplicatie. Fie o(t) = f (x +th), atunci: ¢ (t) =df (x + th)h, ¢ (t) =d?f (x + th)h
3
Se numeste diferentiala de ordin 3, aplicatia: d®f (a):R™ - R, d*f(a)h = Z‘L(a)hi h;h,
ik ié}(jéxk

0
Extreme locale: Fie f:AcR" - R, f eC®(A) sifiexe A astfel inct %(x) =0,i =1,m. Atunci, daca forma

2
patratica d?f (x)h = Z of (X)h;h; este pozitiv definita, x este punct de minim, daca este negativ definita atunci

i,j i j
este punct de maxim



Diferentiala de ordinul |

1. Calculai diferentialele de ordin I si Il pentru f:R* >R, f(x,y)=xy+y°.

Solutie: Diferentiala de ordin | este df (x,y)= %(x y)dx +%(x, y)dy = 2xydx +(x2 +3y2)dy iar cea de ordin

Il este d?f(x,y)= ot (x,y)dx® +2 il (x, y)dxdy + ot (x,y)dy? = 2ydx? +4xdxdy + 6ydy”
d(z @(@ @2

2. Calculati diferentialele de ordin I si Il pentru f:R® >R, f(x,y,z)=xyz+x%z+y.

Solutie: df(x,y,z)= %(x Y, z)dx+%(x, Y, z)dy+%(x, y,z)dz =(yz +2xz)dx+(xz+1)dy+(xy+ X2)dz si
Zf 0~72f ﬁzf 2 2

f f
dzf(x,y,z)z 2(2 (x,y,z)dx2 + Py (x,y,z)dy2 o (x,y,z)dz2 +2§X—Oy<x,y,z)dxdy+22—d<x,y,z)dydz+

o f )
2 —(x, Y, z)dzdx =2zdx“ + 2zdxdy + 2xdydz + Z(y + 2x)dzdx

ALK
3. Determinati punctele de extrem local ale functiei f:R* —R, f(x,y)=x%+3xy? —-15x 12y .
Solutie: Determinam solutiile sistemului de ecuatii:

7
—(x,y)=0 2 2
X adica {X tye=3

%
Z(x,y)=0 Xy =2
7Y

sistem simetric avand solutiile (1,2),(2,1),(-1-2),(-2,-1) , care sunt punctele critice ale functiei.
Pentru a stabili care dintre aceste puncte este punct de extrem calculam diferentiala de ordin 1l:

. . 6x 6 X
d?f(x,y) = 6xdx* +12ydxdx + 6xdy? iar Hessianul ( yj =. 6-( yj .
6y 6x y X
. 1 2 . . . S .
Pentru (1,2), matricea - are A, =1>0,A, =-3<0 adica nu este nici pozitiv definita nici negativ

.. . . 21 . .
definita deci punctul nu este de extrem; pentru (2,1), matricea (1 2] are A, =2>0,A, =3>0 adica este pozitiv

definita deci punctul este punct de minim local; pentru (-1-2), matricea ( ) are A, =-1<0,A, =-3<0

adica nu este nici pozitiv definita nici negativ definita deci punctul nu este de extrem; pentru (-2,-1), matricea

-2 -1 . . C . .
( 1 J are A, =-2<0,A, =3>0 adica este negativ definita deci punctul este punct de maxim local,

4. Determinati punctele de extrem local ale functiei f:R*> >R, f(x,y)=x*+xy+y*-2x-y.

Solutie: Determinam punctele critice:
2x+y=2
x+2y=1

,deci x=1,y=0.

. . . .. . 2 1
Calculam diferentiala de ordin Il a functiei d f(x, y) = 2dx? +2dxdx + 2dy? ; Hessianul [1 2} are

Ay =2>0,A, =3>0 deci punctul (1,0) este punct de minim local.



Functii implicite

Teorema de inversiune locali. Fie f:AcR™ > R™ f eC'(A),f(a)=b,f'(a) este inversabila,
atunci existd U eVec(a) si existd V eVec(b)a.i. f:U -V este difeomorfism si:

wveV.g'(v)=[f'(W)]" . unde f(u)=v, adica:
(1 *1)'(f (W) =[f'W] ", vueU
Teorema functiilor implicite. Fie AcR", f:A—>R%, f eC'(A), (a,b) eA,acRP?,beR? ai.:
1.f(a,b)=0
a ) e
2. (E (a, b)j este inversabila,

atunci AU €V (a),3V €V (b),U xV < A si ¢:U —V astfel incat:
Lo(a)=Db
2. f(x,go(x)) =0,Vx eU

s @0t % rots)] (% rote)

in care am facut conventia: un vector din [R‘”q,(Xl,...,xp,xpﬂ,...,xmq) este notat (X,Yy) unde X

reprezinta grupul X;,X,,...,X, iary reprezinta grupul X, ;,X,,,,...,X,,q . Matricea derivatelor partiale

TP - a . . : . .
ale functiei f in raport cu X;,X,,...,X, este notata cu = iar matricea derivatelor partiale ale functiei f

in raport cu X

p+12 Ap+22°05 Mpiq

. A . . . A
X X,,q €Ste notatd cu E . Notatia ¢'(X) reprezintd Jacobianul functiei ¢ 1n X.

Numim determinant functional al functiilor h;,h,,...,h, in raport cu variabilele X;,X,,...,Xy

D(h,,h,,...,h,)
D(X,,...X;,)

. ... | oh R
determinantul matricii | —- ; acesta va fi notat In forma:
i /i=ln

J j=1,m

Exprimare echivalenta a derivatelor partiale ale functiei implicite

D(f,, fyseees )

) D(X 1y Xiyei, X L
@ __ (X1 ! pra) , in care X; se afla pe pozitia .
X D(f,,f,,....T,)

D(Xpi1seeesXpig)

Observatie practica:

Fiind dat un sistem de ecuatii neliniare, diferentialele functiilor implicite pot fi obtinute astfel: construim
sistemul liniar obtinut egaland cu zero diferentiala fiecirei ecuatii apoi rezolvam sistemul avand drept
necunoscute diferentialele functiilor implicite. Derivatele partiale ale functiilor implicte sunt coeficientii
diferentialelor astfel obtinute.



Functii implicite

u+v-x-y=20
1. Se considera sistemul: { ly 0 Calculati derivatele functiilor implicite U si v, in raport cu X §i Y.
XUu+y—-1=
Solutie: Exista trei modalitati de calcul.
I. Utilizam teorema functiilor implicte, astfel:

Fie u=u(x,y), v=v(x,y), X =(X,y), Y =(u,v), avem:
(@6 ) S
lu v) ) T x y) y—xl-x 1

Y+U y+V

a

| =) P R 7
X XN X y—-x\-x 1)lu v X+U X+V
& X-y Xx-y
Al y+u Al y+v X X+U AN X+V

K Y- XF y-x&x x-yF x-y

I1. Utilizam determinantii functionali:

D(f,. f,) -1 1 D(f,, fy) -1 1
a_ Dxv) _ U ¥y -y-u_y+u a_ D,y |V ¥ -—y-v_y+v
& D(f,f,) 11 y-x y-x_ & D(f,f) 11 y-x y-x
D(u,v) Xy D(u,v) X Y
D(f,, f,) I —1 D(f,, f,) I -1
A Dux) X U] u+x_ x+u & DUy X V| v+X _ X+V
& D(f.f) 1l y-x x-y’& D(fi.fy I 1] y-x x-y
D(u,v) Xy D(u,v) Xy
1. Scriem sistemul liniar obtinut prin egalarea cu zero a diferentialei fiecarei ecuatii din sistem:
_y+u y+V
du+dv—dx—dy=0 du +dv=dx +dy du—y_xdx+y_xdy
= =
xdu + ydv +udx +vdy=0 |xdu + ydv = —udx — vdy dv:X+udx+X+de
X—y X—y

2. Fie cos(x +y+ Z) +2z=0. Calculati derivatele partiale ale functiei implicite z, In raport cu X si y.
Solutie: Notam cu f membrul stang al ecuatiei, f (X, Y, Z) = cos(X +y+ Z) + 2, iar derivatele functiei
a
X —sin(x+y+2) &

& a —sin(x+y+2)
d  —sin(x+y+z)+17 &

a

1

—sin(x+y+2)+1

D a
implicite sunt: = =-

YRS

2 _
3. Fie dV TP cotcutai X i
yI—-X+2=4 a  a

Solutie: Cel mai simplu este sd scriem sistemul liniar obtinut prin diferentierea fiecérei ecuatii:
{(1+z)dx+2ydy+ xdz=0 (1+2z)dx +2ydy = —xdz

il lvam 1 t cu dz: ,
—dx+zdy+(y+1)dz:0 pe care il rezolvam in raport cu {—dx+zdy:—(y+l)dz

_—xz+2y2+2ydZ
T 224742y doci & —xz+2y* +2y siQ_—yz—y—z—x—l
dy:—yZ—y—Z—X—le’ a 22 +z+42y a 22 +z+2y

22 +z+42y

dx

2
4. Fie y+12°+2xy+3=0. Calculati 0”—22

1+2X

7) (1+2%)°

a
A y a_ (1+2x)~25 2(1+2x)(—
S & Y

472 47> 473

1+2x &’z 2 (_1+2x) B

2z 7 g2 Y 2z



Extreme cu legaturi

Problemi. Fie f:R™ >R si S= {X| F.(x)=0,...,F,(x) =0}, p<m. S se determine misn f(u.oO
ue
astfel de problema poartd numele de extrem al functiei f, conditionat de legaturile F,(x)=0,...,F;(x)=0.

Legaturile sunt reprezentate sub forma unui sistem de ecuatii.

Principiul de rezolvare urmareste transformarea problemei date intr-o problema echivalentd dar fara

7 .

legaturi, astfel: Fie F:V cR"™ - R, F(x)= (Fl(x), F, (X),..., Fp(x)) ,aeVcR™ ali rang(é(—'(a)J =p si
i

F(a) =0. Din teorema functiilor implicte existd U Vec(a ap) st @p,...,0,:U > R astfel incat:

plosees

F (@1 (XpirseeosXm)seees @ (Xpipseees X )s X pigsees Xy ) = 0

Definim functia
gU >R, g(Xpupse0Xn) = (@1 (Xpiisees X )seeos @5 (Xpip5ees X )s X g5 Xy )

Teorema. Fie a €S, rang(d(—' (a)j = p, atunci sunt echivalente:
i

® 3 este minim legat pentru f

® a este extrem local pentru g

Problema contine insa functii date sub forma implicita, de aceea introducem o noud functie:
»:R" xR? > R,p(X, 4,4, sees dp) = F () + 4, F (X) + 4, F, (X)+..+4,F, (X) . Modul in care

scalarii 4; “multiplica” legaturile da numele de metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Teoremi. Fie a eR", rang{o’)(_l (a)J = p, atunci sunt echivalente:
]

® a eSS siaeste extrem local pentru g

® cxista A=(4,,...,4,) astfel incat (a, 1) este extrem local pentru ¢
1

p

Diferentiala Iui ¢, pe o vecinatate a punctului (a,/i) , coincide cu diferentiala lui g pe o vecinatate a
punctului (a pil ,...,am)
dga(gol(xml,...,xm),goz(xw,...,xm),...,gop(xp+l,...,xm),xp+1,...,xm,/11,...,/1p):dg(xp+1,...,xm)

ceea ce conduce la urmatoarea:

Observatie practici. Determinarea punctului critic al lui ¢ este urmata de calculul diferentialei de
ordin 2 a lui g.



X+y+z=35

1. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R> — R, f(x,y,z) = xyz, avand legiturile { .
Xy +yzZ+2x=38

Solutie: Notdm ¢@(X,Y,2,4;,4,)=XyZ+ 4, (X+Y+2Z—5)+ A, (Xy + yz + 2X — 8) si rezolvam sistemul:

o
;;zybh%+iﬂy+3=0
a2 A4 A, (X+2) =0
=X+ A+ A, (X+2) =
@ 1 2

a4
E{zxy+iy+ﬁﬁx+y)=0
a4

‘%l—x+y+z—5—0

9 S=0
ﬂz_w+w+u— =

Inmultim prima ecuatie cu X, a doua cu y si le scidem: (X - y)(ﬂ»1 + 2, Z) =0. Pentru x =y sistemul devine:
X2+ A4+ A4, (X+2)=0
X2+ 2, +24,x=0
2Xx+2-5=0
x> +2x2-8=0

; din ecuatia a 3-a, z =5-2x si ultima ecuatie devine 3x? —10x +8 = 0 avand solutiie 2 si 3

4
Corespunzator, obtinem solutiile complete x=2,y=2,z=1, 4, =4,4, =-2 si X=73,y= Ay =—

3

°F, 1 1 1 I 11 =
Pentru prima solutie avem | — | = = , rang| —-(a)|=2,deci p=2, m=3
3 3 4 X;

ISR N

716 4
=M, 3

X; Yy+z X+z X+Y¥

adica o singura variabila independenta, x sau y. Diferentialele functiilor implicite se obtin din sistemul de legaturi:
dx+dy+dz=0 o L .
3+ 3dy + 4z = 0 = dz=0,dy =—dx ; d’¢ =2[(z+4,)dxdy +(y + 4, )dxdz + (x+ 4, )dydz)| = ~2dxdy ; diferentiala de
ordin 2 a lui g se va obtine expriméand dy si dz in functie de dx: d*g = 2dx? care este pozitiv definita, deci punctul (2,2, 1)

. . 4 4 7 . N

este punct de minim. Analog se arata ca punctul 3 ’E ,g este punct de maxim deoarece In acest caz avem

i bl 2 2 2 .

rak 11 11 81 [ dp= 2[(2 + A, )dxdy +(y + 4, )dxdz + (X + 4, )dydz)] =2dxdy; d“g=-2dx" care este negativ

i 3 3 3
definita. Datoritd simetriei sistemului vom avea inca 4 solutii, corespunzatoare cazurilor y =12 si z=X.
2. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R* — R, f(X,y)=6-4x—3y, avand legaturile x* +y* =1.
—-442Ax=0
Solutie: Notim (X, Y, A) = 6 —4x—3y+ A(x*> + y* —1) si rezolvam sistemul: {—3+24y =0 avand solutiile
2,2
X“+y =1

(% ,%,;j si (—%,—%,— %j . Diferentiala de ordin 2 este d 2(p = 2/1[dx2 + dyz] . Avem o singurd legdturd, de unde
. . : . 4 Cogp 125
obtinem: xdx + ydy = 0. Pentru prima solutie, exprimam dy = —de ,deci d°g= 5 dx“, adicd primul punct este de

- . 125 . .
minim legat. Pentru cea de-a doua solutie avem d?g = e dx? adica maxim legat.

3. Determinati punctele de extrem ale functiei f: R? 5> R, f(x,y) =Xy, avind legaturile x+y=1.

y+4=0
Solutie: Notam (X, Y, 1) = Xy + A(X+ Yy —1) sirezolvam sistemul: ¢ X+ A4 =0 avand solutia (% ,% — %j .
X+y=1

Diferentiala de ordin 2 este d’¢ = Z[dxdy +dydA + d/IdX] . Avem o singura legaturd, de unde obtinem: dx+dy = 0. deci

d?g =—2dx?, adicd punct de maxim legat.



Teorie

Siruri, convergenta, sir Cauchy (fundamental)

sir monoton crescator: X, <X,,;,0] N; descrescator: x, =X,,;,0] N
xd MJOh N sau (k,c,0Raicg x§ cjh N
sir convergent x, este convergent si are limita X daca

Oe odn, ad |x, -x <& O® n,

sir marginit (MO R, a.i.

subsir daca n, <n, <... atunci {xnl X, > Xn, } se numeste subsir (al sirului x,)

sir Cauchy (fundamental).
Oe o0n, a.d |x, —xp| <& On,me n, sau, echivalent,

Oe 00n, af <g,Oe ng@ N

Xn+p ~ Xp

in multimea numerelor reale sunt adevirate urmitoarele afirmatii
orice sir marginit contine un subsir convergent (lema lui Cesaro)
orice sir Cauchy este marginit (in particular, contine un subsir convergent)
un sir este convergent dacd si numai daca este Cauchy

Convergenta sirurilor monotone: un sir monoton si marginit este convergent.

Lema Stoltz Cesaro:

L. @y —a : . ... a
dacd lim™—" =1 si (b,) este nemarginit si monoton, atunci hmb—n =1.

n+l ~ Mn n
Serii de numere reale

Fie (x,) sir de numere reale. Numim serie expresia infinitd x, +x,+..+x, +.. Sirul
nCN
S, =X, +X; *+...+X, se numeste sirul sumelor partiale iar x, se numeste termenul general.

Definitie. Daca s, este convergent, atunci spunem ca seria este convergenta iar limita se
noteazi cu » X, .
n

Convergenta seriilor cu termeni pozitivi: daca x, >0 atunci s, este crescdtor, deci este

convergent daca si numai dacd este marginit. In consecinti, pentru ca o serie cu termeni
pozitivi sa fie convergenta, este necesar si suficient ca sirul sumelor partiale sa fie marginit
(superior).

Propozitie. Daca s, este convergent atunci x, - 0

Consecinta. Daca x, 4 0 atunci seria ZXn nu este convergenta
n



Criteriile de comparatie ale seriilor cu termeni pozitivi

Fie Zun , Zvn doua serii cu termeni pozitivi
n n

daciz V|, convergentd, atunci z u, convergenta

Criteriul 1. Daca th,,u,< v,JB n, atunci n . "
daciz u, divergenta, atunci ZV” divergenta
n n

dacéz Vv, convergentd, atunci z u, convergentd

. . o u Vv .
Criteriul II. Daca (h,,—< ™. p n, atunci n . -
u, Vi daciz u, divergentd, atunci ZV" divergenta
n n

- < ..U . . . -
Criteriul III. Daca 0Olim—"= 1,0< I<e atunci seriile au aceeasi naturd (convergente sau
Vn

divergente).
Criteriul radacinii (Cauchy) Fie z u, O serie cu termeni pozitivi
n

1.Daca (O R,8 & [y NYali yu, <q,0m n, atunci seria converge
2.Daca pentru o infinitate de termeni avem %/u, =1 atunci seria diverge

Consecinta Daca limy/u, <1 atunci seria converge iar daca lim/u, >1 atunci seria diverge
Criteriul raportului (D’Alembert) Fie Z u, O serie cu termeni pozitivi
n

5 .U .
l.Dacd MmO R, & L0 NYal J—”sq,DrE n, atunci seria converge
n

< . u S
2.Daca [h,0N"ai ™. >1,0m n, atunci seria diverge
un

o 4w - 1- u . . . - 1- u . . .
Consecinta Daca lim 1 <1 atunci seria converge iar daca lim -1 > | atunci seria diverge
un un

Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie Z u, O serie cu termeni pozitivi
n

up

1.Dacd > 10ngd N ald. n[ —lj >q,0r n, atunci seria converge

n+l1

< ~ [u L
2.Dacd [h,0 N" a. n[—"—l] <1,0m n, atunci seria diverge

Un+p

up Un

Consecinta Daca lim n( —lj >1 atunci seria converge iar daca limn[ - J <1 atunci seria

Un+1 Upp

diverge



Serii cu termeni oarecare

Criteriul general (Cauchy)

Zun convergentd < & O ngafl |upnt Und £ Uy &2n lUp N

t, =V, +Vv, +... 4V, este marginit

Criteriul Abel-Dirichlet Fie » a,v,; daca: { atunci ) a,v,

a, | O(descrescator siconvergent la 0)

convergenta

Seriile alternate sunt seriile de forma z (-1)"a,
n=0

Criteriul lui Leibnitz Daca a, | 0 (monoton descrescdtor si convergent la 0) atunci Z:(—l)”an
n=0
converge.

Seriile absolut convergente sunt seriile pentru care Z| Up|< oo

n=0
Teorema. Orice serie absolut convergenta este convergenta
Seriile convergente care nu sunt absolut convergente se numesc Serii semiconvergente

Seriile neconditionat convergente sunt seriile care au aceeasi limita indiferent de ordinea
termenilor.

Teorema. Orice serie absolut convergentd este neconditionat convergenta



Tema: sir Cauchy, convergenta sirurilor monotone, lema Stoltz-Cesaro

1. Sirul x, = cosl + cos2 b +—2 oste convergent
: T T T ) verg
Demonstratie.

Utilizdm afirmatia: un sir este Cauchy daca si numai daca este convergent.
Reamintim definitia sirului Cauchy:

Oe >0,0h, ai On,m=n,,[x, —x,|<&

sau, echivalent

Oe>0,0h, ai Unzn UpON,X,,, —X,|<&
Ultima afirmatie exprima faptul ca sirul de forma X,_, —X, — 0,n - o, independent de p
|X |_| cos n+1 cos(n+ p) | 1 ‘o4 1 _
np _|n+1 n+2 " (n+p) n+p+1| (n+1)n+2) " (n+p)Qn+p+1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
- + - +..4 - = - < - 0,n — o,
n+l n+2 n+2 n+3 n+p n+p+l1| n+l n+p+1 n+l

independent de p

. 1 1 1
2. Sirul x, :1+5 3 -Inn este convergent

Demonstratie. Utilizdm afirmatia: un sir monoton si marginit este convergent.
Pornim de la formula lui Lagrange pentru functia 1n:[n,n+1] - R,n>0, asadar

et (n,n +1) a.l ln(n +1)—lnn = l Cum c D(n,n +1) rezulta %1 < 1 <l, ceea ce conduce
C n c n

. . 1 1
la inegalitatea: —— <In(n+1) —Inn <—,n ON*.
n+1 n

. . 1 [N < N
Prin calcul direct avem: x,,, - X, =T1_ln(n +1) +Inn <0 adica sirul este descrescator (in
n

particular, marginit superior).
Demonstram ca este marginit inferior:

Xn =1+%+%+...+% -Inn >(In2 -n1) {In3 4n2) +. {fin(n 4) 4nn) 4nn #n(n 4 dnn B

, atunci hm ,/ =1
Demonstragle.

Utilizam Lema Stoltz Cesaro.
. Inju . .o Inju,4;|—Inju u
Notam x, :an/m=¥ si aplicam Lema, | ::' o :lnI J”I - Inl, ln'{/m - Inl

3. Daca hm

n - oo

I-n n



Tema: seria geometrica si seria armonica

1. Seria geometrica: Zq” =1+q+q*+..+q" +... este convergentd pentru qOf 11) si

n=0
divergenta pentru |q| >1
Demonstratie. Prin definitie, o serie este convergentd dacd sirul sumelor partiale este un
sir converegent. In cazul nostru, sirul sumelor partiale este dat de:
s, =1+q+q° +..+q"
Pentru q=1, s, =n - o, n - o, deci seria nu este convergenta (este divergenta).
Pentru q = -1 sirul s, este sirul alternat 1,0,1,0,1,... care este divergent

n

Pentru q#1, s, =1+q+Qq° +..+q" =
-q

este convergent daca si numai daca |q|<1

Ca 1
si in acest caz Zq” 14
=0 q

. . 11 1 . <
5. Seria armonica: 1+5 Hy e este divergenta
n

Demonstratie.

~ . +
Grupam termenii astfel: 1+1 +(l +lj+...+( Loy j>1+l FE X 1,
2 \3 4 2K 41 2k 40k 2 2 2 2
%,—/

k
+1

.o k . . . - . .
adicd sy > 1+ ~ o, k - o, deci seria este divergentd deoarece sirul sumelor partiale nu este

marginit.

. . .. 1 1 1 - . .
6. Seria armonicd generalizata: I+ G+ g het g @ >0 este convergentd dacd si numai
n

daca a>1
. 1 1 NS DA T
Demonstratie. Pentru o >1 avem ot —|<2*B——=|=Z=] =0°,
R DA )
1
unde am notat q=2a—_1, q0(0.1) .
Grupam:
—1+(L+L)+ + ! +. .+ ! <1+q+qg%+.. 4" —l_qkﬂ<L
Szk”—l_ 2a 30 (Zk)a (2k+2k _l)a q+q- +..19" = l—q 1_q

deci sirul (s,)  este marginit deci convergent.

Pentru a =1 am vazut deja ca seria armonica este divergenta (nemarginitd)

e o 1 1 1 1 1 1 . . .
Pentru a <1 utilizam: 1+2—a +—+.+— >l += += +..+ - g n - oo deci seria armonica

37 n“ 2 3 n
generalizata este divergenta.



Tema: criteriile de convergenta ale seriilor cu termeni pozitivi

. 1 <
1. Seria ) —— este convergentd
nso N+2

Demonstratie.

Utilizdm criteriul I de comparatie cu seria geometrica, astfel:

1 1
<

n+2" 2"

1 n

5 este convergenta rezultd convergenta seriei date.

Cum seria geometrica Z
n=0

n

. a .

2. Seria E R >0, este convergenta
n=0

Demonstratie.
Utilizdm criteriul II de comparatie cu seria geometricd. Astfel, pornim de la:

U, a"™ nt a

u, _(n+1)!Ba_":n+l

. .. " . . - - .
Stim ca seria Z(—j este convergentd, iar daca notdm cu v, termenul ei general, avem
n=0

v . 1 . . . u v .
Yo _ L Inegalitatea il <5 este adevaratd pentru n>2a-1 asadar rezultd cd —- <"1 deci

Vo 2 n+ u Vv

n n

seria datd este convergenta.

. 1++/n . <
3. Seria Z 3n£ este divergenta
n=0

Demonstratie.

e o . . - . 1
Utilizdm criteriul III de comparatie cu seria armonicd generalizatd pentru o :E.

Sugestia asupra acestei solutii este datd de diferenta puterilor maxime ale lui n, la numitor
respectiv numarator.

1++/n
. . n+n_1 . . .. . 1
Avem: lim 30*2 = jim L =— ijar seria armonicd generalizatd, pentru a=—, este
n-e 1 n.w3n+2 3 2
Jn

divergenta



4. Seria Z 1350 o0 -1 este convergenta
2380.(Bn-1)

Demonstratie.

nx1

_IBGO.0{2n-1) L= 133 O.0{2n-1)(2n +1)

Utilizam criteriul raportului: u, BB [ﬂ3n ~ 1) T 3R Eﬂ3n — 1)(3n N 2) .

1B60.42n-1)(2n +1)
Avern 26808 -1)(3n+2) _2n+1 2
1330.{2n-1) 3n+2 3
2380.(Bn-1)

deci seria este convergenta.

5. Seria Z este convergenta

nz1 2+7
n

Demonstratie.
Utilizam criteriul radical:

n>  _ (Q/ﬁ)z 14

n 1 n 1 - 2
2+—) 2+
\/( n n

deci seria este convergenta

.. . . n!
6. Analizati convergenta seriei z ( a>0

~ ala +1)...(a@ +n-1)’
Solutie.

|
Pornim de la criteriul Raabe-Duhamel, pentru termenul general u, = 2o +1) n(a o))’

si avem:
n!

Uy ala +1)...(a +n-1) a+n (@-1)n
n( j=n (n+1)! 1= (n+l_1j: n+1
ala +1)...(a +n-1)@ +n)
deci seria este convergenta pentru a >2 si divergenta pentru a 0(0,2).

—>a_1,

. 1 . o
Pentru a =2 seria este ZT1 care este divergenti
n



Tema: criteriile de convergenta ale seriilor cu termeni oarecare

1. Seria
nz1
Demonstratie.
Utilizdm criteriul general al lui Cauchy: aplicat sirului sumelor partiale:
s |=|sin(n +1)+ s1n(n+ p)|
n | o+ oN+p |
1

1-—

1 1 1 1 1 1 2P 1 1 1
+..+ = 1+—+...+ = =—|]l-——|£—->0,n 5>
2n+1 NP 2n+1 2 2p—1 2n+l ) 1 on 7P on ’ ?

[Snep -

2
independent de p.
n1
Demonstratie.
T o . 1 cosn
Utilizam criteriul _Abel-Dirichlet, a, == Vn =T 3 t, =cosl +C§sz +...+COSZn este
n n

. .. 1 | . . . <
marginit deoarece |tn |s 1+2—2 +..+— iar seria armonicd generalizatd este convergentd pentru
n

a =2. In sfarsit, a, este monoton descrescitor si convergent la 0.

n+l
3. Calculati Z -1
n1

Solutie.

Utilizam criteriul lui Leibnitz, deoarece a, =% este monoton descrescator si convergent
la 0, deci seria ese convergenta.

Pentru calcul folosim sirul x, =1+ ; +; +. +% -Inn care este convergent; notdm limita cu
X, asadar x, — X.

Calculam

+l— t. +l—j =Xy, tIn2n =X, —Inn - In2
4 2n

4. Seria Z o este convergenta

n>1
Demonstratie.
Utilizadm afirmatia: orice serie absolut convergenti este convergenta.

; deoarece

Consideram seria Z

nx1

2” < —, utilizdm criteriul I de comparatie cu

n+

. . 1 . . .. <
seria geometrica z—n, deci seria este absolut convergenta, prin urmare convergenta.
nx1



. n+(=1)"n’ . 3 S .
5. Seria Z—n este neconditionat convergentd (este convergentd indiferent de ordinea
n

nx1

termenilor)
Demonstratie.
Utilizdm afirmatia: orice serie absolut convergenta este neconditionat convergenta.
- . n+n? 5 . T .
Considerdm seria Z o care este convergentd iIn virtutea criteriului radical:

nx1

—»O,n—»OO

ri/n+n2 VYn+n?

n" n
. ] L n+(-1)"n?| . . . o . .
In continuare consideram z - si aplicam primul criteriu de comparatie
n>1 n
o ne(=D"?| nen? o 3 . .
folosind | - |s ——. In consecintd seria este absolut convergenta, deci neconditionat
n n
convergenta

) ni+(-1)"2" .
6. Seria zn—” este absolut convergentid
nz1

Demonstratie.

. n! . e .. ) 2"
Seria E — este convergentad In baza criteriului raportului iar seria E — este
n
nz1 n=1

ni+2"

convergentd in baza criteriului radical, Tn consecinta seria z este convergenta.

nx1

nn

n(=n0"2"| nw2r i . o
Deoarece | |s —, utilizind primul criteriu de comparatie, rezulta ca seria
n

n

este absolut convergenta.

2 23

. 7 2 -
7. Seria l+F +? +?..., z OC este absolut convergenta
Demonstratie.

Utilizam afirmatia: orice serie absolut convergenti este convergenta.
| |n+1

n _|z|
(1)t ]z" e+t

Pentru seria modulelor utilizam criteriul raportului 0,n - .

2 73

. T S A A
Prin definitie, e -1+1! EETIRETREE zOcC

. 1 <
8. Seria Zcos— , u este convergenta.

nz1
) . . 1 . .
Demonstratie. Observam ca termenul general, cos—, nu tinde la zero, asadar, in baza
n

criteriului de neconvergenta, seria datd nu este convergenta.




Tema: siruri de functii

1. Calculati limita (simpla) a sirului de functii f,:[0,] - R.f,(x)= n>;+1
nx- +3

Solutie.

Avem lim fn(o) :% iar pentru x #0, avem lim fn(x) :%

2 . l ) X= O .

In concluzie, dacd notam f:[0,1], f(x) = ;’ ,atunci lim f, = f .
—,XZ0
X

X+

2. Aratati ca sirul de functii f,:[0,00) - R, f,(x) = " n+1 este uniform convergent
X+n

Solutie.
Limita simpla (punctuald) a sirului de functii este lim f,(x) =1; in concluzie, daca

S
notim f :[0,») -~ R,f(x)=1, atunci f, - f .
Aratdm ca limita este uniforma, iar pentru aceasta observam ca:

| fa(x) = f(x)| = n+1<+1 <%, sau, echivalent, Slip| o (%)= £ (x)| <%

1 . e e . . .
Deoarece — - 0,n - «, independent de X rezulta ca limita este uniforma.
n

3. Aratati cd sirul de functii f:R - R, f,(x) =arctgnx nu este uniform convergent.
Solutie.

. n , T
Pentru x <0,lim f,(x) == » pentru x >0,lim f, (x) =7 si lim f,(0)=0.

T
-—,x<0
. , . 2 s
In concluzie, dacd notam f:R - R, f(x)=1 0,x=0 1, atunci f, - f.
m
—, x>0
2
Utilizdm afirmatia: limita uniforma a unui sir de functii continue este o
functie continua. Observam ca functia f nu este continua deci convergenta nu poate fi

uniforma.

nu este uniform convergent.

o .. n
4. Aratati ca sirul de functii f,:(0,0) - R, f,(x) = e

Solutie.

Sirul este convergent punctual (simplu) la functia constanta f:(0,«) - R, f(x) =1.

Convergenta  depinde insd de X  deoarece ‘—— ‘ =X iar
X +n X+n

1 - C e . o
L <E=n> (— —1jx . Se observa cu usurintd ca pentru ¢ §i n, date, existd x>0 astfel
X+n £

N . . . . 1 -
incat inegalitatea nu mai este adevarata, respectiv pentru care n, <| —-1|x.
&

In consecinta, convergenta nu este independenta de X deci nu este uniforma.



5. Calculati lim J
n+x>

Solutie.

. .. 1 .
Sirul de functii f,:[0.]] - R, f,(x) = I este convergent punctual (simplu) la

functia constanta f:[0,]] - R, f(x) =
1
n+x

< —>O,n—>00,

S|

Convergenta este uniformd deoarece |fn(x)—f(x)|= :

independent de X.
Pentru calculul efectiv al limitei din enuntul problemei folosim proprietatea:

lim Jf dX = Jhm f dX deci lim I s dx=0

5
6. Calculati lim [e™ dx

Solutie.
Sirul de functii f,:[25 -~ R, f,(x)=e™ este convergent punctual (simplu) la
functia constanta f:[2,5 - R, f(x) =

. - —ny2 _
Convergenta este uniformd deoarece |[f (x)-f(x)|=e™ <e™ L 0,n -
H n 9

independent de X.
Pentru calculul limitei folosim aceeasi proprietate ca la exercitiul anterior, deci

5 5
lim J-e‘”X2 dx = J.lime‘“X2 dx =0.
n n
2 2

Este de remarcat faptul ca integrala nu poate fi calculata direct deoarece functia
nu are primitive exprimabile prin functii elementare.



Tema: serii de functii

n

1. Seria de functii Z(—l)n (n)i il este uniform convergenti pe [-1,]]
n=0 ’
Demonstratie.
g o . . . n+1 XrH-1 n+ Xn+p
Utilizim criteriul general al lui Cauchy: |(-1)""' ~—+_.+(-1)"" —]<
(n+2) (+p+1)
L
1 1 1 11 1 1Y 1 op 1
+o.t < +o.t = 1+—+..+ = <— 5 0n- o,
(n+2)! (n+ p+1)! N+l on+p N+l ) bl N+l 1_1 on
2

independent de xO[-1] si independent de p deci seria este uniform absolut
convergenta.

. .. sin NX . g
2. Seria de functii Z >— este uniform absolut convergenta pe R

nx1

Demonstratie.
Utilizam criteriul lui Weierstrass
sin NX 1
> < —> Xd R
n n

ZL este convergenta
3 g

n>1 N
. .. x" . - ..
3. Seria de functii ZT este uniform absolut convergenta pe orice interval de forma
n
n=0
[—r, r],r <1
Demonstratie.
Utilizam criteriul lui Dirichlet
-r™
|sn |=|1+x+...+xn Sl+r+.#" = -t <1-r deci este marginit
1 - .
a, = W este monoton descrescator si convergent la 0.
n
4. Seria de functii Z(—l)"nx" este uniform convergentd pe orice interval de forma
n=0
[—r, r],r <1
Demonstratie.

n

Utilizdm criteriul lui Leibnitz a,(x)=nx" este descrescitor pentru x fixat,

. noo. s n
incepand de la un rang, (n+1)x"" <nx" < x< — 7 i anume de indata ce r < 1
n+ n+



5. Calculati: 1+2x +3x> +...#n +1)x" +.., x O{- 1,1)

Solutie.

Aratdam ca seria de functii 1+x+x?+..+x" +.. poate fi derivati termen cu
termen pe orice interval de forma [-r,r|,r <1.

Pentru aceasta aratam ca atat aceasta, cat si seria formata cu derivatele functiilor
(adica seria data in enunt) sunt uniform convergente.

Seria 1+x+x*+..+"+.. este uniform convergentd in baza criteriului lui
n

Weierstrass deoarece ‘ x"|<r

iar seria geometrica z r" este convergentd pentru r <1.
n=0

Seria formatd cu derivatele functiilor, 1+2x+3x*>+.+4{n+)x"+.. este de
asemenea uniform convergentd in baza criteriului lui Weierstrass deoarece

‘(n +1)x"|<(n+1)r" iar seria 1+2r +3r”+..+{n +1)r" +.. este convergentd in baza criteriului
. (n+2)r™!
raportului: lim~—————=r<I.
(n+1)n"

Pentru calculul efectiv al sumei seriei observdm ca suma partiald
1-x" . 9 | .
Sp(x) =1+x+x*+.. 4" =——— este uniform convergentd la functia e deci suma
-X

seriei din enunt se va obtine prin derivare,adica: (1) 5
1-x

2

) z z"
6. Calculati: z+7 +...+7 +..,12 [[0,1)

Solutie.
Am vazut deja ca seria de functii 1+x+x*+..+x" +.. este uniform convergenta

pe [0,r],r<1, in consecintd poate fi integrati termen cu termen pe orice interval

[0,7),2<1, asadar suma seriei este fﬁdx = —In(1 —x)(z) = -In(1 -2)



Tema: multimea de convergenta a seriilor de puteri

o . - .. o X"
1. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri 2—3
n
n=1

Solutie.

Determindm raza de convergentd utilizdnd corolarul teoremei Cauchy
L
(n +1)3 n3

=lim =lim =1 sl ,o:i =1, deci seria este absolut
! (n+1) w

Ap+

Hadamard w=Ilim

n

n3

convergentd pentru xOf L1) si uniform absolut convergentd pe orice interval
[-r.r] O¢ 11).

. . 1 o . .
Pentru x=1 seria devine » — care este convergenti (seria armonicd
n=1

generalizatd cu a =3).
: . (-1)" 3 .
Pentru x=-1 seria devine » —— care este absolut convergenta (seria

n

nx1

modulelor este exact cea anterioara).
Multimea de convergentd este A=[-11].

n
2. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri ZXT
nx1 VN
Solutie.
Determinam raza de convergenta utilizind corolarul teoremei Cauchy
1
a vn+1 Jn . 1 .
Hadamard = lim—"" =1lim =lim =1 si =—=1; seria este absolut
n 1 Vn+1 L
Jn

convergenta pe (~1,1) si uniform absolut convergenta pe orice interval [-r,r] Of L11).
. 1 . o . .. N
Pentru x =1 seria ZT este divergenta (seria armonica generalizatd cu a = % ).
n

nx1
: (=1)" - o
Pentru x=-1 seria Z n este absolut convergentd in baza criteriului lui
n

nx1

L
Jn

Multimea de convergenta este A=[-L1).

Leibnitz ( este monoton descrescator si convergent la 0).



n
3. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri Z%
nzl -’
Solutie.
Determindm raza de convergentd utilizdnd corolarul teoremei Cauchy

I
T ) TR L,
N 1~ ()

o | 1
n!

absolut convergentda pentru x OR si uniform absolut convergenta pe orice interval de
forma [-r,r].

1 . . .
Hadamard w=Ilim g =0 si p=ow, deci seria este

n

Multimea de convergentd este A=R.

4. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri Z n"x"
nx1

Solutie.
Determinam raza de convergenta utilizind corolarul teoremei Cauchy
aga | e)™ n" o
Hadamard w=11m| . |=hm —— =Tim(n +1) 1+7) @ si p=0,
n n

Multimea de convergenta este A={¢ .

5. Determinati multimea de convergenta a seriei de puteri Z 2" x"
nx1
Solutie.
Determinam raza de convergenta utilizind corolarul teoremei Cauchy

n+l
An+

Hadamard w=1im =lim

. 1 o <
o =2 si p=s- deci seria este absolut convergentd
n

pentru xDE %9 si uniform absolut convergentd pe orice interval de forma

[—r,r]D[—%,%)

1 . . . g
Pentru x = 5 seria devine Zl care este divergenta.

n=1

Pentru x = -1 seria Z(—l)" este divergenta
n=1
Multimea de convergenta este A= (—%%} .



Tema: dezvoltarea in serie a functiilor

1. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui X, functia f:R - R,f(x)=e*
Solutie.
Utilizam dezvoltarea in serie Taylor.
Derivatele sunt f ™ (x)=e* si sunt marginite pe orice multime [-r,r] deoarece

e* <e’,O- r,r] deci functia se dezvolta in serie Taylor pe orice multime de forma
[-r.r], adica pentru orice x OR.
Avem f™(0)=1 deci seria Taylor asociata functiei date, pentru a =0, este

2. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui X, functia f:R - R, f(x) =sinx

Solutie.

Utilizam dezvoltarea in serie Taylor.

Derivatele functiei sunt f@9(x)=(-1)*sinx si f@*D(x)=(-1)" cosx si sunt
marginite pe R deci functia se dezvolta in serie Taylor pe x OR.

Avem f@¥(0)=0 i f*(0)=(-1)" deci seria Taylor asociati pentru a =0 este

x> x> x7 x°

SinX=————+—— ——— +—

I 3t 5 71 91"

3. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui X, functia f:R-{-} - R, () =ﬁ

Solutie.

. <. - 1
Utilizam seria binomiala pentru a = -1: ol Bt +x* =x..., xOF 11)

4. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f:(-1,) - R, f(x) =In(1 +x)

Solutie.

. . . 1 < = < A
Derivata functiei este f':(-1,«) - R, f'(x) =4, Care am vazut ¢ se dezvolta in

serie Taylor dupa puterile lui x Of 1,1):

L
1+X
. y . y x> X’
pe care o integram termen cu termen si rezulta In(1+x) = x St X O 11).

Pe de alta parte, stim ca 1—%+%... =In2 deci x Of 1]



5. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f:R - R, f(x) = arctgx

Solutie.
Derivata functiei este f:R - R, f'(x)= 1 care se dezvoltd in serie Taylor
+X
dupa puterile lui x*:
Lok axt -xb...,
1+x2
. 5 : g X xS
pe care o integram termen cu termen $i rezultd arctgx = x 3 +?... , X D(— 1,1) .
Pe de alta parte, —1 DA, deci x OF 11) si conform teoremei a II-a lui Abel:
m 1 1
P 1 ——4—,
4 3 57
6. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x, functia f:R-{2,3 - R, f( _ﬁ
X +
Solutie.
Descompunem ! si dezvoltam fiecare termen folosind

X2 =5x + 6 X = 3 X—2
seria binomiala, astfel:
-1
- - =1)(-2
R I (E T Ln2) - x) SRR EEE
Xx=3 3 3 3 1! 3 2! 3 n>0
Dezvoltarea se poate obtine si pornind de la seria geometrica:

n
L:—l;:—l (ij ,XD'(‘ 3’3)
1-— n=0 3

Analog, cel de-al doilea termen este:

ﬁ———Z— x OF 2,2), deci

n=0

1 =3 (2 -3 )xn xof 220 € 33F F22).

2 _
X*=5X+6 135

7. Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x -1, functia f:(—%,ooj - R, f(x) =v2x+3

Solutie.
Punem in evidenta factorul x -1 astfel incat sa putem utiliza dezvoltarea in serie
binomiala:

V2x+3 = 2(x-1)+5 :\/g(H%(x—l)J; =

;% (;—1}.(27\“] Eé%(x—l)}nh. -

—_

x/g(HZ(—l)"_l —135-653”‘3)(%1)“} eof 2.7)



Tema: derivate partiale, matrice jacobiana

1. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei
f:R> SR f(x,y)=xy+x+y’+5.
Solutie.

g<x,y>=y+1,g<x,y>=x+2y, 3, (0 y)=(y +1x+2y)

2. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei
f:R- R2,f(x):(x+x2,2x+l).
Solutie.

A3 204

2

3. Calculati derivatele partiale si Jacobianul functiei:
f:Rx(0,00) - R, f(x, y):(xy,x2 +y,xIn y).

Solutie.
i = i = i =2 & =1 i =1
d((x,y) Y, éy(x,y) X, o.k(x,y) X, Oy(x,) : a.k(x,y) ny,
y X
L (y)=%, 3,(xy)=| 2x 1
¥ y In X
y -
y

4. Calculati derivatele partiale si Jacobianul
X = pcost

y = psint’

Solutie. 0

parametrizarii {

ﬁ:cost,ﬁ=—,05int,ﬂ:sint,ﬂzpcost, t
op a

ap
(cost —psint]
), =

sint  pcost




5. Calculati, folosind regula de derivare a functiilor compuse, derivatele partiale si
Jacobianul compunerii functiilor

f:R* - R, f(x,y):(x+ Y, Xy, X +2xy) si
9:R’ - R?, g(x, y,z):(xz,y2 + z).
Solutie.
Fie h=gof,h:R* - R h(x,y)=g(f(x,y)), folosim formula Jacobianului

compunerii de functii: Jh( ) ( ( y))EU (X )

1 1
242 0 x+ )
(1= s vk aaer
2X+2y 2X

] - 3X* +6xy +4y> 37 +4xy
"l2xy? #2x+2y  2x7y +2x)
Derivatele partiale ale functiei compuse pot fi obtinute fie din Jacobian, fie prin
calcul, de exemplu:

Cll cgl ‘gl [gl (|3 —
=—(f,f,, f —(f,f,, f —=L(f, f, f,)—= =
2(Xy) %1(19 2> )Z(Xy)-l' 7f2(1’ 2> )2(Xy)+ %3(1’ 2> 3)2(X’y)
f(xy)O+00y+ f(x,y)d2x +2y)=x* + 2xy + (x + y)2x + 2y) =3x* + 6xy + 2y?

6. Seconsiderd f:R* -~ R?, f(x,y)= (X2 + y,2xy).
Calculati derivatele partiale in functie de parametrii transformarii de coordonate polare
in plan.
Solutie:

i df d( iﬂ—2pcostEd:ost+1E<J;1nt—2,OCos t +sint,

op x é',o & odp
si analog obtinem toate derivatele:

g _ G K Ky _

A xa qa -2’ sintcost + psint,

=4psint [tost, % =2p" cos2t

7. Calculati derivatele partiale de ordin 2 ale functiei
f:R’ - R?, f(x,y,z):(xzz+y,xyz).

Solutie:

Derivatele partiale de ordin I sunt
i:zx s i: s i_ 2’ i:yz’ i:xz’ i:xy
07, & a 07, & 074



iar cel de ordin II se obtin prin derivarea acestora:

2 2 2 2 2 2 2
(91‘1:22’ Ph_y P, 2h_ é’l‘l:o’ Ph o Py
o Aok ALK Ky & ad oK
Iy Py P, P P P P
& K ¥k ak k& ady
>, I O

ko O da &

8. Calculati diferentialele de ordin I si II ale functiei:
f:R> R, f(x,y)=xy+y’.
Solutie:
Diferentiala de ordin I este

df (x,y)= %(x, y)dx + %(x, y)dy = 2xydx + (x2 + 3y2)dy

iar cea de ordin II este
2 2

d?f(x,y)= Al (x, y)dx> +2 ot (x, y)dxdy + ot (x, y)dy? = 2ydx® + 4xdxdy + 6ydy>
2 d(z 2 d(w 2 Wz 2

9. Calculati diferentialele de ordin I si II ale functiei:
f:R LR, f(xy,z)=xyz+xz+y.
Solutie:
Diferentiala de ordin I este:

df (x, Y, z) = %(x, Y, z)dx + %(x, Y, z)dy + %(x, Y, z)dz =

(yz +2xz)dx + (xz +1)dy + (xy + xz)dz
iar diferentiala de ordin II este:
2 2 2

d’f(x,y,z) = %(x, y,z)dx? +0;y—:(x, y,z)dy? + O;ZI (x,y,2)dz> +

2 2 2
2 2(0; (x, Y, z)dxdy +2 j}/ojz (x, Y, z)dydz +2 Zza'];

2zdx* + 2zdxdy + 2xdydz +2(y + 2x)dzdx

(x, y,z)dzdx =



Tema: extremele functiilor de mai multe variabile

1. Determinati punctele de extrem local ale functiei
f:R? - R, f(x,y)=x>+3xy> —15x - 12y.

Solutie:
%(x, y) =0

Determinam solutiile sistemului de ecuatii: & ( )
—x,y)=0
&

adica
XZ + yZ - 5
Xy =2

sistem simetric avand solutiile (1,2),(2,1),(— 1,—2),(— 2,—1), care sunt punctele critice ale
functiei.

Pentru a stabili care dintre aceste puncte este punct de extrem calculdm diferentiala
de ordin II:

d?f(x, y)=6xdx? +12ydxdx + 6xdy>

6X 6y_6 Xy
6y 6X y x)

1 2
Pentru (1,2) , matricea (2 J are A, =1>0,A, =-3<0 adica nu este nici pozitiv

si Hessianul

2 1
definita nici negativ definita deci punctul nu este de extrem; pentru (2,1), matricea (1 2}

are A, =2>0,A, =3>0 adica este pozitiv definitd deci punctul este punct de minim local,;

pentru (— 1,—2), matricea ( ] are A, =-1<0,A, =-3<0 adica nu este nici pozitiv

definitd nici negativ definita deci punctul nu este de extrem; pentru (— 2,—1), matricea

-1 -2
de maxim local;

-2 -1
( ] are A, =-2<0,A, =3>0 adicd este negativ definitd deci punctul este punct



2. Determinati punctele de extrem local ale functiei
f:R? R, f(x,y)=x*+xy+y> -2x-y.

Solutie:
Determinam punctele critice rezolvand sistemul:
2Xx+y=2 )
,deci x=1Ly=0.
X+2y=1

Calculam diferentiala de ordin II a functiei
d*f (x, y) = 20dx* +2dxdx +2dy?;

2 1
Hessianul este (1 2) stare A, =2>0,A, =3>0, deci punctul (1,0) este punct de

minim local.

2
5. Arétati ca functia g: [— 1,1] X[— 1,]] - Rz,g(x, y) = ( Xy; 2 , X ;_ yj este contractie.

Solutie:
Folosim formula de tip Lagrange:

||g(X1, yl) - g(xza )’2)”0o < Sup”g'(u,V)”m”g(Xl, yl) - g(xza yz)”oo

ceea ce spune cad ori de cate ori sup||g'(u,v)

|w <1, functia este contractie (proprietate

1
+ |—
il

intalnita ti in cazul functiilor scalare).
Avem

\'

3

u

3

X

go(u,v)= 5

+

b

g'(u,v)”m = max{

u
3
l b
4

X W<

iar
! = maxd2 S l=3
lo'(uv)], <= max{3,4} .
Este usor de observat cd ¢ :([— 1,1] X[-l,l]) 0 [— 1,1] X[—l,l] deci functia g satisface
ipotezele de aplicare a principiului contractiilor.



Tema: derivatele functiilor implcite

R u+v-x-y=0
1. Se considera sistemul: .
Xu+yv-1=0
Calculati derivatele functiilor implicite U §1V, in raport cu X siy.
Solutie: Exista trei modalitati de calcul.
I. Utilizam teorema functiilor implicte, astfel:

Fie u=u(x,y), v=v(x,y), X =(x,y), Y =(u,v), avem:

F (-1 -0y (&Y' (1 1)1
&_(u VJ(WJ _(x y) y-x
a a
X F|_(FY' & __ 1 [y -1)-1 -1
& (Wj K y—x(—x 1 (u v
"z
Al _ytuadl _y+v o _ x+u & _x+v
X y-xX& y-x'& x-yd
II. Utilizam determinantii functionali:
D(f,f) |1 1‘
Al _ D(xv) _ |u Yy _ -y-u_y+u
&_ D(flofz)_ 11 B y—-X _y—x’
D(u,v) X y‘
D(f,f) |71 1‘
o'U__ D(y,v) _ |V Yy _ —y-v_y+y
& D(f,f) 1 1] y-x y-x
D(u,v) X y‘
D(f,f,) |1 ~1
& _  D@u,x) _ |Xx U|_ u+x_x+u
&_ D(flofz)_ 11 B y_X_X_y,
D(u,v) X y‘
D(f,f,) |1 ~1
N _ Dy _ X V|[_ vV+X_Xx+v
& D(f.fy)” 1 1] y-x x-y
D(u,v) X y‘




III. Scriem sistemul liniar obtinut prin egalarea cu zero a diferentialei fiecarei
ecuatii din sistem:

_ytu ytv
{ du +dv—dx—dy=0 :{ du +dv = dx + dy :du—y_xdx+y_xdy
xdu + ydv +udx +vdy =0 [ xdu + ydv = -udx — vdy dv=;(i;dX+::r\;’dy

2. Fie cos(X +y+ Z) + 2z =0. Calculati derivatele partiale ale functiei implicite z, in raport
cuxsiy.
Solutie: Notam cu f membrul stang al ecuatiei, f(x,y,z)=cos(x+y+z)+z, iar
derivatele functiei implicite sunt:

Y i a
o"z__&__ —sin(x+y+z) o"'z__@__ —sin(x+y+z)
& K& —sinx+y+z)+1 & & —sin(x+y+z)+1
x x
3. Fie {yz TXTx =1. Calculati X s ﬂ
yz-x+z=4 a o

Solutie: Cel mai simplu este sa scriem sistemul liniar obtinut prin diferentierea
(1+ z)dx +2ydy + xdz =0

pe care il rezolvam in raport cu dz:
—dx +zdy + (y +1)dz =0

fiecarei ecuatii: {

_—xz+2y2+2ydZ

{(1+z)dx+2ydy:—xdz dx = 2’ +7+2y
— dx + zdy = —(y +1)dz dy:_yzzy_z_x_ldz
- +z7+2y
— 2 — — — — —
deci§= xz2+2y +2y siﬂ= yz2y z-x-1
- +z+2y oL 2 +z+2y

2

4. Fie y+ 2% +2xy +3=0. Calculati 22

2 -

Solutie:

oL _y o _ 1+2x

X & 2z

2 (1+2x)2 2 2(1+2x)(—1+2xj )
0%z _ 0 1+2x)_ & _ 27 ) _ (1+2x)
éyz_E( 2z ]_ 47* - 47* 47’



Tema: extreme cu legaturi

1. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R’ - R,f(X,y,z)=xyz, avand
X+y+z=5

Xy +yz+zx=8

Solutie: Notam @(X,Y,z,A,A,)=xyz+ A (X+y+z-5)+A(xy+yz+zx—8) si

9% _

legaturile {

X—y2+/\1+/\2(y+z):0

@=XZ+/\1+/\2(x+z):0

o9 _ _
rezolvam sistemul: E_Xy+)ll+)|2(x+y)‘0

@:x+y+z—5:0

oA

op

— =Xy+yz+z2x-8=0

on, yty.

Inmultim prima ecuatie cu X, a doua cu y si le scidem: (X - y)(/\1 + /\22) =0. Pentru
X2+ A +A,(x+2)=0
. , X2+ A +2A4,x=0 , , -
X =Y sistemul devine: ; din ecuatia a 3-a, z=5-2X s ultima
2x+2-5=0

x> +2x2-8=0

. . . . .4 5 . .
ecuatie devine 3x* —10x+8=0 avand solutiie 2 si 3 Corespunzator, obtinem solutiile

complete x=2,y=2,z=1,A =4,A, =2 si XZ%,YZ§,2=

. : oF, 1 1 1 111
Pentru prima solutie avem —|= = )
X, y+z XxX+z Xx+y 3 3 4

J
rang(%(a)] =2,deci p=2, m=3 adica o singura variabild independenta, X sau Y.
J
Diferentialele functiilor implicite se obtin din sistemul de legaturi:
dx+dy+dz=0
{3dx +3dy +4dz=0
d2¢ =2[(z + A,)dxdy + (y + A,)dxdz + (x + A,)dydz)] = —2dxdy ;

= dz =0,dy =-dx ;



Diferentiala de ordin 2 a lui g se va obtine exprimand dy si dz in functie de dx:
d*g = 2dx’ care este pozitiv definitd, deci punctul (2,2,1) este punct de minim. Analog se

4 47 . .
aratd ca punctul (g ,E,Ej este punct de maxim deoarece in acest caz avem

o1
*)\3 3 3

d2¢ =2[(z + A,)dxdy + (y + A,)dxdz + (x + A,)dydz)| = 2dxdy;
d’g =-2dx?
care este negativ definita.

Datoritd simetriei sistemului vom avea incd 4 solutii, corespunzatoare cazurilor
y=2zslzZ=X.

2. Determinati punctele de extrem ale functiei f:R’> - R f(X,y)=6-4x -3y, avand
legiturile x> +y* =1.
Solutie: Notaim @(X,Y,A) =6 —4x =3y + A(X* + y* —1) si rezolvim sistemul:

—-4+2Ax=0
—3+2)y=0
X2 + y2 =1

avand solutiile i,i,é si| — i,—i,—é .

552 5 5 2

Diferentiala de ordin 2 este d’¢ =2A [dx2 + dy2J. Avem o singurd legiturd, de unde
obtinem: xdx + ydy =0. Pentru prima solutie, exprimam dy = —idx , deci d’g = 12—SdX2 ,
3 9

adicd primul punct este de minim legat. Pentru cea de-a doua solutie avem d’g = —1275dx2

adicd maxim legat.

3. Determinati punctele de extrem ale functiei f :R* — R,f(X,y) =Xy, avand legiturile
X+y=1.

y+A=0
Solutie: Notam ¢@(x,y,A)=xy +A(x+y—1) si rezolvam sistemul: {Xx+A =0
X+y=1

avand solutia (%,%,—%). Diferentiala de ordin 2 este d’@ :2[dxdy+dyd/1 +d/\dX].

Avem o singuri legituri, de unde obtinem: dx +dy =0. deci d*g =-2dx*, adici punct de
maxim legat.



n

X

Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: Z -D"=
n

nx1

Calculati suma seriei: 1+ 2X+3X> +...+(N+1)X" +...

Calculati matricea Jacobiana a functiei f : R> = R?, f(X,y)=(Xsiny, yIn(2x+3Y))

Fie f(x,y)=x(x+y)’, x(t)=3t+1, y®)=vt'+1. Calculati derivata (f(x(t),y(t)))'
folosind regula de derivare a functiei compuse.

Jux=3y+y’ =0 . e
Fie: . Calculati derivatele functiilor implicite X si y, in raport cu U.

x(u+y)-1=0

Determinati punctele de extrem local ale functiei f :R*> >R, f (X, y) = (X — 1)2 + ( y+ 6)2 .

n

. . .. . X
Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: z o
nx1 n+
Calculati suma seriei: —X+2X° =3X* +...+ (=1)"nx>"" + ...
. . - . . 2 2 X+ y
Calculati matricea Jacobiana a functiei f :R” — R, f(X,y) =] tg2x+Yy),——
X=y

Fie (X y)=vx(x+3y), x(t)=3+t*, y(t)=(t-2)*. Calculati derivata ( f(X(t),y(t)))'
folosind regula de derivare a functiei compuse.
X+y-2-2=0

. Calculati derivatele functiilor implicite X si Y, in raport cu z.
Xy+yz+z-1=0

Fie sistemul: {

Determinati punctele de extrem ale functiei f :R*> >R, f (X, y) =X*+y* —2x—-4y+1.

. . . . 5+sinn
Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: Z—' X"
n'
n>1
Calculati suma seriei: 1—2X+3X” —4X +...+(=D)"(n+1)x" +...

Calculati matricea Jacobiana a functiei f :R*> — R?, f(X,y)= (arc‘[g(x2 +Y), x3y)

Fie f(X,y)=yX +Yy, x(t)=3tgt, y(t)=(t+1)’. Calculati derivata ( f (x(),y(t)))' folosind

regula de derivare a functiei compuse.
2

Fie tsin(X)+1=0. Calculati —-.

Determinati punctele de extrem local ale functiei f :R> >R, f (X, y) =x’y’ (1 —X- y) .

n

X

Z‘n\/nﬂ

+...

Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri:

23y X"
Calculati suma seriei: X — > + 31 oA (=DM =

Calculati matricea Jacobiana a functiei f :R> = R?, f(X,y)= (arcsin(ZX +y7), (X + 2y)3)

Fie f(X, y):ln(x2+y), X(t)=cos(t+2), y(t)=2t". Calculati derivata (f(x(t),y(t)))'

folosind regula de derivare a functiei compuse.
2

Fie sin(X+3y)+2=0. Calculati

x>

Determinati punctele de extrem local ale functiei f :R*> >R, f (X, y) = ln(l — X - y2) .



n

Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: E T
+
nx1

Calculati suma seriei: 2X+3X> +4x° +...+(n +l) NGRS

Calculati matricea Jacobiana a functiei f :R*> — R?, f(X,y)= {X In y,LJ
Ay
Fie f(X,y)=x(x+Y), x(t)=t>+t, y(t)=cost. Calculati derivata ( f (x(t),y(t)))' folosind

regula de derivare a functiei compuse.
2

Fie (x+1)y*+3=0. Calculati %
X

Determinati punctele de extrem ale functiei f :R> >R, f (X, y) =x'+y*—4xy.

n

Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: Z 2
n+
nx1

Calculati suma seriei: X+2X” +3X° +...+nx" +...
Calculati matricea Jacobiana a functiei f :R*> —R*, f(X,y)= (2””, X arcsin y)

Fie f(X,y)=+/X*+3y, X(t)=3t, y(t)=Int. Calculati derivata (f(x(t),y(t)))" folosind
regula de derivare a functiei compuse.
2 _
Fie X +xz+22y—1
X+y+3z°=4

¥

. Calculati 2 si—.
a  a

Determinati punctele de extrem local ale functiei f :R*> >R, f (X, y) =2X" +2y* +2xy +1.

_ . . _ 1Y
Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: Z(l +—| x"
nx1
2 3 X"
Calculati suma seriei: X+ 7+?+ e tF—+ .
n

Calculati matricea Jacobiana a functiei f :R> - R*, f(X,y)= (X2 cos Y, yv/2X+ 3)
Fie f(X,y)=x(X*+Y), X(t)=3cost, y(t)=t>+t. Calculati derivata ( f(x(1), y(t)))'
folosind regula de derivare a functiei compuse.

x> +xz+y=1
Fie{ ey X ¥y

. Calculati — si —.
2X—-5y+12° =4 a’ a

Determinati punctele de extrem local ale functiei f :R> >R, f (X, y) = xy’e*”.



Studiati convergenta seriilor:
1

1. _—
§3n+2" +1

5 Z2+\/n+1
o 3+n

133 0.{2n-1)
> gzﬁmm [{3n -1)

4, Z—a>0

n=0

5.0 % ”ann

a>0

k % ala +1).(a+n-1)

sin n
8. éndnﬂ)

9. Z sinn

s n+2"

10. z cosn

= 3n+5"

n+1 1
11. ——COS—
% n n

12, z cos(n + 1)

n=1 (n + 2)3

Determinati multimea de convergenta a seriilor de puteri:

1. Zn!xn
n1
R

3
~'2n+n’ +n

> ;\/3+2n
4. Z(\/ﬁ)”xn

n=1

5. 2(2“ +3")xn

nx1

6.

7.



Studiati convergenta sirurilor de functii:

_2n
Lo fys0) R, (=0
2. fn;[o,oopR,fn(x):%j'l5
x=1
3. f,:(01) - R, (x)= o)
1) < R )=

Studiati convergenta seriilor de functii:

LY (- ﬁ pe [

n=0

7. zXn cosnx pe (_1’1)

2

> N
I 1
3. §1+x"2_”pe( 1,1)

Calculati

5 2
L lim | g +13) gy
2

Lo
n-es4n” +x

Dezvoltati in serie, dupa puterile lui X, functiile de mai jos, precizand si multimea pe care
functiile se dezvolta in serie de puteri.

1. f:R - R,f(x)=sinx

2. f:(-10) = R f(x)=In(1+x)
3. f:R-Rf(x)=¢e
4

f:R-{-} - RA) =——

1+Xx
5. f:R—{2,3}*R’f(’):X2+5X+6
6. f:R—{lA}ﬁRaf(@:m
7. f:R—{LQ}—’R’f(’):ﬁ

8. f:R - R, f(x)=arctgx

Dezvoltati in serie, dupa puterile lui x —1, functia f :(—%, ooj SR f(x)=4/2x+3



Calculati
LY (=1)"'m", x0(-11)

2 n
2. X +X7+...+X7+...,xD[O,1)

3. 1+2x+3x% +..+(n+1)x" +..,x0(-11)

Calculati derivatele partiale de ordin I si II si Jacobianul functiilor:
1. f:R’-R?, f(x,y,z)z(xeyz,x+y22).
2. f:R? SR f(xy)=xy+x+y’+5.
3. f:Rx(0,0) » R, f(x, y)=(xy,x2 +y,xIn y).
4. f:R? LR, f(x,y)=(x22,x—3y,x2+zy)
5. f:R - R E(x)=(x+x2.2x+1).

Calculati diferentialele de ordin I si II ale functiilor:
1. f:R? -R, f(x,y)=xln(y2+2)+xy3.

2. f:R* LR, flxy,z)= X2 4oy,
> (y) X2+1 y

Determinati punctele de extrem local ale functiilor urmatoare:
1. f :R2 SR, f(xy)=x® +3xy? -15x-12y.

2. f:R? R, flxy)=x>+xy+y’>-2x-y.
3. f:R? &R, f(xy)=x>+2y? —2x+1.
4. f:R?* o R, f(xy)=x>+y?-2x-2y+1.
5. f:R? R, f(xy)=x>+y?> —4x+2y+1.
6. f:R> LR, f(x,y)=x>+2y? +2x+1.

Calculati derivatele functiilor implicite rezultate din relatiile date mai jos:

1 ux+v-y=0 .@< ¥
C o xu+y+v-1=0’ djs

. o . o
2. +2)+x2=0; — s1 —.
xsin(y +z) + xz Y s1éy

3 x2+xz+2y—1 s &

C o x+y+322 =4 a’ a

2’1
2 - -

4. x+y +2x2+3=0; —-.

2
5. (y+z) +xy+3=0; %

6 {y +x+xz=1 ﬂ g
yz—-x+z=4 o’k o’k
7 {x +y+xz=1. ﬂs é
Xy—x+z=4 & X

2
8. y+x>+2xyz+3=0; ﬂ



Primitiva
Definitie Fie */cR—=R, atnet #7/cR—R sn primitivd a i fpe 7 dacd Feste derivabild pe 7 a1
X =Fx),vxel
Motafie F{x)= If(x)dx
Observatie. Dacd este primitiva atunci M+coxst este primitivd, notdm F{x) = If(x)dx+ const

Teoremd (Darboux). Fie 7/ cR =R, atunci #'(1) este interval
Consecinti. Dacd # este primitwd a lu 7 (se mat spune §1 cd Fposedd, admite, promitve) atunct 7
find derivata uner functi, este o functie cu proprietatea lu Darbous.
Consecintd. Functia [~ L1)—= R, f{x)=[x] mu admite primitive
Teoremd. Dacdf este continud atunct fadmite primitive
Observatie importanta. Teorema ne permite 3 afirmém existenta primitivelor pentry functii ale

céror primitive nu se pot exprima prin intermedinl functiilor elementare, de exemply Ie"qd’x
Proprietati ale primitivei
1. Iaf'(x)dx: a.[f(x)dx
5 I(f(x) + g(x))dx = If(x)dx+ Ig(x)dx

Ohservatie. Operatorul I ¥ — W, V, W spati1 vectoriale abstracte de functi, este liniar

3.dacd feste continud §i @ este derivabild cu derivata continud, atunci

[ [ f(x)dx)(x) - [ [ f(qj(x))qj'(t)dz)(x) +const, x=pit), schimbarea de variabild
4. dacd s g sunt derivabile, cu dervatele continue, atunct
[ £ (e = FR)g(0)~ [ £ (X)e(@)e, formula de wisgrare pris pirs

Sume Darboux
Fie fi[a.4]—R margnita

Aa=x, <xy<xy <. <x, =k, m=inf f, M=sup f, m = inf [, M = sy
WERSES R ) [U]f [MP]f i [*.-M]f i [x”xi]f

Definitie  Se numegte sumd Darboux inferioard: 5, = Zmi (%1 - =)
Se numeste sumd Darboux superioard: 5 = ZMQ(XM - % )
Proprietati
s mb-ayss, 28, SMb-a)
o daci A=A atunci s, S5,
5y 55,

Definitie. . = sups, se numeste integrala Darbouz inferioard, 7° =infS, se numeste integrala Darboux

superinard, {'se mumegte integrabili in sens Darhoux daca [, = 7°

Teoremi. Fie 7 [a,b]—)[R mirginitd, atnei
Feste integrabild < Y22 0,38, =0, ¥|a|< 8.5, -5, <=

Teoremd. Fie f1[a.4] =R monotond, atnci feste integrabild Darbouz

Teoremi. Fie ;- [a,b] —[R contmud, atunc: este integrabild Darbouz

Integrahilitate in sens Riemann

Fe f.[a,b]—:[R, A=lg=1, 81 2xy 2. 8%, =b] §if e [x,,xm],
Definitie. o, [f, &)= Zf[é‘,)[xm—x,) se numeste sumd Riemann asociatd functiel f divizunii & §i

i-0.2-1

punctelor intermediare, £

Definitie /'s.n. integrabid Riemann dacd ¥z » 0,35, ¥|A| < 8., |z, {7, &)- | < £. Numdirul 7 se numegte
integrala Ristnann a functiel Fpe intervalul [o, 4]

Teoremd. Dracdfeste mtegrabld Riemann atunct este mérgmitd
Lema. iréfan[f, £= sn,stglp de,rf): 5,

Teoremd Dard feste mérginitd, atunci este integrabild Darboux < este integrabild Rietnann

Teorema Dacd feste mirginitd, atunci este integrabild Riemann < V”A,! ”4:» 0= lima, [f,.j,e ) =7

Definitie Muliimea AcCR s.n. neglijahild dacd ¥s > 0,3{7, ), 5.Ac U I,,ZF[I,V Fl
el

ned

Teoremi. feste integrabild < multimea punctelor sale de discontinuitate este neglijabild
Proprietiti ale integralei Riemann
]
o Ll ‘dr=b-a
8 2 2
2.dacdfsi g integrabile atunci of + S 5 f g integrabile g L(@t’ + fExidx =aLf(x)dx + ,BLg(x)dx

Falf zﬂéﬁf(x)dxkﬂ ROF Sg#ﬁf(x)dxifg(x)dx; ) sﬁ[f@kﬂ

4.Prima formuld de medie:

ff(x)dx

] ]
dacdm £ fx) £M 4l g pstreazd semn constant, atunci 3,-.:,]; FOn g Redx = ;.:Lg(x)dx

dacd feste continud, atunci 3:5‘,ﬁf(x)g(x)dx = f(é).lfg(xjdx
5.4 dova formula de medie

dacd fcontinud tar g contitmd gt monotond, atunct 3§,ﬁf(x)g(x)dx = g(a)ff(x)dx + g(b)‘gf(xjdx
6. Dacd f integrahild pe [a.#] atunci este mtegrahild pe orice subinterval i ﬁf(x)dx = Jif(x)dx + ff(x)dx
7 /g ntegrabile, F(x) = g(x).¥r € [a.b]- 4, 4 finitd, atunci f Fxdr = Jj Hdr
8./ continud, atunci F(x = ‘Ef(f)df este primitiva a hu

Formula Leibnitz-Newton
3
Dacd f [a, b]a R este integrabild gi dacd admite o primitivd 7, atunct Lf(x)dx = P - Fia)



Integrale pe interval necompact {improprii, generalizate)

?
Definitie Fie §° [.::,E:':I — R integrahild pe orce [@,u] -:[.:;r,f:':l, spunem ci Lf(x).:ix este convergentd dacd
» . _ :
3 lin; ff{x}dx =/ e[k ; in acest caz punem Lf(x).:i'x =/ Incazcontrar integrala este divergenta

3
Teorema. Lf{x}cix este convergentd < ¥e > 0,35, .4 <&, -::E:-,‘ff{x)dx‘ L8 ¥u, w8, <ucvah

Ohservatie. Dacd /" are bmitd in &, 1ar & este findt, atunct integrala este convergentd $i comcide cu teprala
prelungiri prin contimutate a functien £

Teorema (Crtermil de comparatie). Fie 7, g: [.:r,b:l% R, Ffl=glxvre [.:;r,b), atunci

3 3
Lg( x)dx convergentd =>L Fi{x)dx conversentd

2 3
Lf (x)dx diverzenta :‘-Lg(x}.:ix diverzentd
Teoremd. Fie 7:[z,0)— R, , atunci

Dacd Jex = 1, lim x* F{x) = [ (finit), atunci ff{xjdx £ste convergenti
Dacd 3 =1, lim x* F(x) = [ (neml), atunct ff (x)afx este divercentd
Teoremd. Fie 7 [z, b]— R, , atunci
3
Dacd Jex < 1,liﬂ(x— @)® f(x) =1 (finit), atunci Lf{x}cfx este convergentd

3
Dacd Jex = 1,liﬂ(x— @)® F(x) =1 (nenul), atunci L Fixidx este divergentd
b
Teoremi. Fie 7:[z,b)— R, , atunci

Dacd Jex < 1, 13%1(5:' - x1% fix)={ (finit), atunci ‘Ef(xjdx £ste convergentd

Dacd 32 1, 13%1(5:' - x1% fix={ (neml), atunci ‘Elf (x)afx este divercentd
Teoremi (Carichlet). Fie §° [.:;r,E:':l —[R continud g1 M) = ﬁf(x)dx maronitd, 1ar g I[ﬂ',b:]% R, descrescitoare 51
]?.ji_ﬂ g(x1= 0, atunct ﬁf (x)g(x)dx este convergentd
Definitie. Fie § [a,b) —[R, spunem cd ﬁf (x)cfx este abzolut convergentd daca J::| i (xj|dx este convergentd,

3 3
Lema Dracd L Fixlax este ahsolut convergentd, atunct L Fixldx este convergenti.

Teoremi (Criteriul integral al lui Cauchy). Fie §- [1, m) — [, descrescitoare, atunc J':jf(x}dx are aceeast haturd

(convergentd sau divergentd) cu seria Z Fim).

nrl



Integrale cu parametru pe interval compact

Definitie. Fie 7:[ab]x[c,d]+R. Daci functia x— f(x 11 [2.b]= R este inteorahild pentru orice

tele d], atunct f) = ‘[jf(x, Hdx te [c:,d] se numeste ntegrald cu parametru,

Un caz mai general este reprezentat de; £ = fiijjf(x, Hdx, unde @, 5 [c.d] —[a,b].
t
Teorema de continuitate. Daci ] e g1 5 sunt functt continue, atunct £ este functie continud.

Teorema de derivabilitate. Dacd /51 % sunt continue, iar s 5 sunt derivabile, atunc J dertvabild i
1 l:r:l g‘ 1] 1
0= 2w dxe OO @ OF @0.)

Teorema de integrare. Dacd Fcontinud atunct:

f [ _[j e r)dx]dz . _[j [ f e h) ci.t]a"x

Integrale cu parametru pe interval necompact
Fie fila. &) x[c,d] = K, & finit sau mimit
Definitie. 7i}) = ‘[jlf (x,)dx ze numegte simplu convergentd dacd
viele,d We> 0,358 .a <8, <b, ‘ff(x,r)d’x{ £ VU viS, , cu v

?
Definitie. [i}) = L Fix )dx se numegte uniform convergentd daci

¥er0,35,,a <8 <b, ‘va(x,r)dx‘c:s,‘v‘u,v:i cu v ah ¥ele,d]

Teorema icriterul de dominare umforma). Daci |f(x,:)|£ pix¥re[a b)), ¥t ele.d] a ﬁgu(x)dx este

Lo . .
convergentd, atunc L Fix £)dx este umform s ahzolut convergentd

Teorema de continuitate. Daci §[a, &) x[c,d] = R este continui 3 ﬁf(x, Hdx este uniform convergentd,
atunct J) = ﬁf(x, Hdx este continud

Teorema de derivabilitate. Draci f,%-:[a,b)x[c, d] —=[R sunt conbinue iar ﬁf(x,r)dx 5 ﬁ%(x,r)dx
sunt uniform converge, atunci existd I'(r)=‘[j%(x, Hdx. Dacd b este finit, atunci poteza de uniform

?
convergentd pentri L Fix Hdx poate fi sldbit la convergentd simpla.

»
Teorema de integrare Dacd [ [a, &) x[c,d] — R este continud s Lf(x, Hedx este uniform convergentd,

e f [ Jj e r)dxjd:= Jf [ f fix, :)d:]dx

Ohservatie. Fezultatele riméan adevarate g1 pentru ¢ €[c, c0)

Integrala lui Dirichlet: L“” BUEE, %
X

Integrala Poisson: J;w ¥ =

~|%

Functia I" (Euler de spetaa II-a) e = Lme'xx“'ldx a0l

Functia /7 (Euler de speta a [-a) Sla b= ﬁxa_l (1- 0 drab=0



Drumuri
Definitie. / =[a, 5] <R, r:[a,b]— R, rit)=[x(8), p(¥) L P = 2()F + ()7, [L,7) 5.0 drum parametrizat
o dacdreste mectv drumul 5.0 simpla
o dacixye bl s x? )+ () =0, Vie[a, k]
drurmul 5.0 neted

Teorema Dacd un dium este sunplu @1 neted atinct are lungime (este
rectificabil) 1ar lungimea sa este:

L=Ji e (4 yE (D

o

Reprezentarea normala a unui drum parametrizat
Fie i€ [a,b], ) = Jidx'j (1) + ' (1)du | reprezing longimea arcului 444§ considerdm Afa,b] =0, L].

Functia A are urmitoarele proprietiq:
s este bijectivi deci exists A7 [0, L] =z, 4]

o este dervabili g A'(H) = 22 () + 2 ()
Punem o =ro A 5i p(s) = [p(s),w(s)); pentry 5= A() == A7), ps) =r(271)), 9(6) = 2471 (5))

w(s)= YA (), @A) = %), W)= p(2); notim T = [0, 2]
Definitie. (.7, p) se nmumegte reprezentarea nonnald a doomula (7 F)

Drumuri echivalente

Definitie. (7.7},(f,.7) se mumesc echrvalente dacd exstd o J— 1), difeomorfism crescator astfel incat
r(t)=r (e, Vel

Propozitie. Relatia ntrodusd de defiratia anterioard este o relabie de echivalentd

Definitie. Ze numeste curbd o clasi de drumun echavalente

o Un drum se considerd onentat n sensul cregtert parametrahu

o Arcul AB=y se numeste suportul drumulug
A . . . e . At efa,®]
Definitie. Fie dnumunle [[.:I,E:'],rl), |:[E:' -::], rgJ 1 F () =7, (B, drumul 7it)= {Fg Ot efc]

pritn juxtapunerea doynurilor. Curba (clasa) obtinmatd e numeste pstapunerea curbelor,

este drurmul obtiut

Integrala curbilinie de speta a [-a
Definitie. Fie 3 <), 7 (0 — K. Nummn mtegrald curbalinie de spetaa l-a:

[ F5 y)ds = [F(0(),y(s)ds

Teorema. Dacd Feste continud, atunct exstd intesrala curbilinie de spetaal-a s

[P = [ FGO PO 6)+ 7 O

Teorema. Valoarea integraler curbilini de speta al-a nu depinde de alegerea unu drum echivalent.

Teorema. Valoarea mtegralel curbuling de speta al-a nu depinde de sensul de parcurgere al curbes

Teoremi. J'F{x, ¥ds =J‘F{x, ¥ds + ‘I‘F(x, ¥idds
[ [l 2



Integrala curhilinie de speta a IT-a

Fie f= [c:r, E:']LIRE, PO =(x,v() mmduma J= [III, L]ilﬁj, 251 = (eo(5), wr(=)) reprezentarea sa nonmals:
@(s) = 2 (D), w(s) = y (A7 (5)) )

@A) = x(t), wld(t)) =yt ot
PANZD= 1), A0 = )

NESNED R by
¥t

S E R

[-;z:l'(,l(rjj ]g + [-;u'(jl,(rjj]z =1, T(5) = ' (5% + w' (517, || 7(5) || =1, 7(5) este versorul tangentet la curba v in A475)

IfTs]

w (AN = '), (Al =

Definitie Fie 3 = =[R?, ¥ awind reprezentantul [I, ?") simplu sineted, 0= R?. Flxyi= [P[x, ¥, O(x, y)).

Mumim mtesrald curbilinie de speta a Il-a

[ PO, ) + Q(x, )y = [} Fiplo)) 7(o)ds = [} (Pp(o) w(s) @'(s) + Olols), wis)w' (6) s

Teoremd Dacd P 31 O sunt continue atunct existd mteorala de spetaa Il-a s

[P, 3+ Q(x y)dy = [[ (Px(e), y(@)' @) + Qx(0), y (€)' (e

Teorema. Integrala curbilinie de speta a IT-a nu depmnde de alegerea reprezentantulu curber

Teorema )Lm = —J;w {intecrala is schirmbd semmil o datd cu schumbarea sensulw de parcurgere al curber)

Teorema [ = [w+ J‘.::u, unde prin ;0 am notat justapunerea curbelor 3 81
[ ] ¥l ]

Definitie Aplicatia a1 Q) — L(R*, R), ao(x, ¥) = P(x, ¥idx + O(x, ¥)dy se numeste formi diferentiald de ordin 1

Definitie. Forma diferentiald ese numeste exactd daci este diferentiala de ordin [ a unet funchis, adicd exusta

Fi—=Rai Plxy = %[x,y}, ix )= %(x, ¥) (adicd eo=d7")
Teorema. Daci este 0 o multime cu proprietatea conulud, atunct urtndtoarele afirmatii sunt ecluvalente:
1) J;a:l nu depinde de curba A5 (contntd in 1) of muma de capetele 4 51 5

1) ¢ este exactd
111 f.:,u: 0, ¥y il curbdinchisd g1 netedd pe porfiuni "
¥

cﬂg A

Definitie. Forma diferentiald evse numeste nchusd dacd L

Observatie. Dacd @ este exactd (adicd este diferentiala de ordin I a unei functii ) 51 £, © sunt de clasd 7, atunci

a2

o o & . e .
conformn teorernet i Schwartz, aplicatd lw ) avern: — = —= . Reciproca este confinutd in teorema wmdtoare:

Teoremi Fie ede clasd O in 0, atunci eveste exactd dacd si mumal dacd este inchisd,



Constructia integralei duble
Fie D cIR® domeniu (conex s deschis) mareinit, avind frontiera curbi netedd pe portind,
Notiuni: Fie 4 cR? mirgnitd, diam(4) =sup {|x— y|.x y € 4}
Se numegte partifie a i 2 o famlie p= (0 ), al: Do B Di= i |
Mumdrul | g|= supdiam(D;) se mumeste norma partifed
Fie /D —R, mirsinitd
my =inf{f(xy)(x ) €D}, M =sup{F(xy)(x ) €Dy}
Fp = Zmi caric( L)) se muneste suma Darbow ferioend a functied 77 relativ 1a partitia o

i-l»
S, = ZM’, caria( Dy ) se numeste sma Darboux superioand a functien 7 relativ 1a partitia g
i=lu
I, = sup s, senumeste integrads Darboux igfericard
I" =inf 5, senumeste uegraly Derboux supericard
Definitie. Dard J, = 7* atunci spunetn o Feste integrabild i sess Dorbour, valoarea comund se mumeste inegrala

duhld a functiel Fpe domeniul D g se noteazd J=J =1 = L[D Fix yidudy

Teorema. Functia feste integrabild (Darbows) dacs g1 numat dacd
Yex0,33, > D,":-“p,”p” ol Td S

Teoremi Dacd feste continud, atunci este integrabild (Darbous)

Definitie. Se numeste sumd Riemarn a functier f relativd (corespunzitoare) partitier o @1 alegern punctelor
(&.m) € Dy, expresia; o, = Zf(é - aria( D)

=1
Definitie. Spunetn cd Feste dutegrpbild & resr Ripmaen dacd 3F R astfelinedt ¥=>0, 35 =0 a1 ¥,
V(&)= o, I|<s

Teorema. Funchia maromitd Feste mtegrabild Darbous dacd g1 numat dacd este mtecrabild Riemann

o] <2

Teoremd. Functia feste integrabild dacd si numal dacd ¥ g, |—= 0, ¥(&, g )= limo, =7

Proprietatile integralei duble

[y

[, 1 dady = aria(D)

[ 5 )+ Bl y sy = @[ [ f (o yddsdy + B[, g y)alacy

 Fxy)2g(a V(% y) D= [ y)dudy 2 [[ glx, ydrdy

[, 7 phaiy|< [, 1 e )y

-y [m, M), HD Fx, yidudy = p- aric( D)

5. dacafcontinud, anuaci 3(& 1) €D, ([, £ (x.y)dxdy = F(& maria(D)

6. daca D =Dy 0Dy, Dy N Dy =@ = ([ fw y)dudy = ([, £ y)dsdy+ [ fimp)andy

[~

L

I

A



Formula lui :reen
Fie D cR* domeniu avand frontiera curbd inchisd, simpld, netedd pe portiuni

Fie 70 —[R continue ai % E; D[R existd s sunt continue.
Atunct: A

K

§, 0, P02+ 0 = ([, 2 - Ly

&y

Corolar ﬂﬂﬂ{D}—— fmmﬂy yedx



Schimbarea de variabili in integrala dubla

Considerim 7 un difeomorfism de clasd &2, 7 A — 0 unde A, 2 cR?, D cu frontierd simpld, inchis3,

netedd pe portuni. Motdm componentele lul 7 cu x, respectiv y:

Fle v) = (xla,v), yle, vi) x = x(z,v), y = y{uv).

Fie /0 —[R, continmd. Presupunem o A= 71D are proprietatea o FFH(AY = Fr(D), atunci:
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i

GCOS¢  —rasin g
bBsineg  rbcosg
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Coordonate polare ralizate {pe elipsa): I
P gene (pe elipsa) y=rhsing’ (D0 )
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Modul de calcul al integralei triple
Definitie Domeniul 0 este simply it raport cu Oz dac existd 2D cR? s o9 D — R continue astfel ncat

={(x n2lpx ¥y 2z 2y (x y)i(x y)e D}
Teorema. Fie /0 —[[K contmad g1 0 simplu in raport cu Oz, atunct;

plx. ]

”‘J‘f (x, v, 2)dxdyelz= Lr[ ‘I‘ fix v, z].:iz]cfx.:fy

Flx.p]

Schimbarea de variahila in integrala tripla
Fie Aziuv,w)— [:I:(u,u,w},y(u,v,w},z(u,v,w}je (1, o transformare reculatd in R

.U [ 3 2)ddyaz= IJF (x(0,v, W), Yot v 0), 20 v, W 2
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C oordonate cilindrice

X= gcosd
v=gsné, o= D,EE[D,ER‘],I =R,
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Exercitiu. J“B (x + Vdxdy unde 2 este domentul din Agurd.

Solutie. Domeniul este simplu in raport cu ambele axe astfel incét

putetn calcula mtegrala In doud moduri, ambele utilizdnd ecuatia primet
hisectoare, y=x.

(1.1)

ﬁ(ﬁ(x+ y)cx’y]dx = ‘Ll [x(l - X+ é— %Jd}h Ll [— % Fixh %}f}: = IE
ﬁ[ﬁ (x+ y}cix]cfy= ‘Ll[y—;+ yz]cfy= ‘E%dy= %

Exercitin. 54 se calculeze ana domenmlun din figurd méroinit de
hiperbola 3 — x% =1 sidreptele x=-1 g x=1.

Solutie. Avem de calculat J‘dedy st deoarece domemul este simplu in

raport cu Oy, avern

Idedy= ﬁlcfx “I:':_xr_:dy= Eﬁlﬂ.l'l + 1t dx= [I‘-.I'l + 1t + ]11[x+ A+ x D‘—ll =

Exercitin. ‘I“L xdxdy unde D este sfertul discului de razd 1 situat in
primul cadran.

Solutie. Domenml este sinplu in raport cu ambele axe astfel incét
putem calcula mtegrala in doud modury, ambele utilizdnd ecuatia cerculu
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x4+ yi=l
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ﬁdeﬁxdy= ﬁxﬁl - xidx= —ﬂ
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Exercitin. ‘I“L 0 drdy unde D este triunghinl ABC, A(1,0), B(0,13, C(-1,0

Solutie. Domeniul este simplu i raport cu ambele axe astfel incét

mntegrala se poate calcula o doud modurt. Considerdnd domeniul simpla
raport cu O avern:
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Exercitiu. J'Lye@xdy unde 2 este domeniul mérginit de dreptele x =0, y=1 3 parahola

yi=x.
Solutie. Considerdm domenil siraplu in raport cu Ox, dect: i
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Aplicatii elementare ale integralei definite

Lungimea graficului, 7 (' [[.:;r,f:'])
2

L[Gf]=‘|‘«."1+f'3 (xcdx

[+
Aria cuprinsd intre graficul functiel continue 7 [.:;r, E:'] — [, , Ox x=q ay=&

&
4= [ (@

Volumul obtinut prin rotatia graficului funciet £, 2] =R, in ool lui Ox:

&
r=frjf3(x).:ix

Aria laterali a suprafetei de rotatie in jurul lui Ox, f eC? [[.:;r,fz-]) :

4; = Efrj‘f{x]«.'ll+ 2 (xidx

Centrul de greutate al unei plict omogene cuprinse intre graficele functulor /a1 g
02 f(x) = g(x), ¥x €@, 2], ] g continue:
3

jx[gixj = F(x))dx (g (x) - ()

L
;

Kz = S

(g(x) = fax))dx (glx) - f(x) Jdx
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Lucrul mecanic, efectuat de forta fpentrs a deplasa o particula din @ in &

3
Lae = [ f(x)dx



Integrale improprii si integrale cu parametrii

2

Intesrala Poisson: T[é'_” dx = ?

Integrala Dirichlet: JE i

X

I
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Integrala Euler de speta al-a (functia beta): Sla, &)= Jxﬂ'l(l - x}lé_ldx, @, b=

Proprietdti:
a.5)= 6.)
Fab)= "L fab-)
,6’(.:1,.-5:-)= ﬂf;l_l,fﬂ:.:;r— l,E:-)
stam) - LU e

w

Integrala Euler de speta a Il-a (functia gamma): ['(2) = Je'” 2 ldx, az0

Proprietdti:
C(l)=1, Cla+1)=alla), T(z+1)=al
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Aplicatii ale integralelor curhbilinii

Integrala curbilinie de speta a l-a jF(x, ¥, Z)cds = EF(I{I), y(r),z(z))ij'g () + 32 () + 22 ()

Lungimea curbes:
Liy)= jc:ﬂs‘
F
IMasa unw fir neomogen de densitate p (sau sarcina electrica totald):

[ #x.y.2)ds

WMomentul de inertie In raport cu M(x,. ¥, )

f[(7= ) (=)
F
Centrul de greutate ale unwi fir material omogen:

xeds yels zdfs
e =]

Integrala curbilinie de speta a Il-a
3

[ Fex+ Qay + Rz = [ {P(x(), y(8), 20 2 () + Qx(e), y(0, 2000y () + R(x(0), y(1),2(00)2' (1) ek

a

Lucrul mecanic efectuat de forta 7= [F, @] R) in lungul curbed 5
L= I Pax+ Qdy + Rz
F

Aria margnitd de curba nchisd

|
Arig = _ [y —
Fict zjy}ﬂ'x



